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Tema 1

Fundamentos del Electromagnetismo

Metadatos del Tema y Fuentes:

Asignatura: Fundamentos Fisicos y Tecnologicos (1.2 Grado en Ingenierfa Informatica, UGR).
Profesor: Pedro Cartujo (Departamento de Electrénica y Tecnologia de Computadores).
Bibliografia de Referencia: Sears, F. W., Zemansky, M. W., Young, H. D., Freedman, R.
A., Fisica Universitaria con Fisica Moderna (Vol. 1 y 2), Addison-Wesley.

Contenido del Tema: Basado integramente en el programa oficial del Tema 1 (Secciones
1.1 Electrostética y 1.2 Electrodindmica y Magnetismo, subapartados 1.1.1 a 1.2.18) y en la
relacion de problemas y examenes resueltos en clase.

Conceptos Preliminares: Sistema Internacional y Algebra Vectorial

Antes de abordar el estudio del electromagnetismo, el programa de la asignatura establece

tres pilares instrumentales de repaso indispensables (Tema 1 de Sears-Zemansky):

1.

Unidades del Sistema Internacional (SI), multiplos y submultiplos: En electro-
magnetismo y teoria de circuitos es fundamental operar siempre en unidades bésicas del
SI (metro [m], kilogramo [kg], segundo [s], amperio [A], culombio [C], voltio [V], faradio
[F], ohmio [€2], tesla [T], weber [Wb], henrio [H]), convirtiendo previamente los prefijos
habituales:

Submuiltiplo mili (m) micro (¢) mnano (n) pico (p) femto (f)

Factor 1073 107¢ 107° 1012 1071
Multiplo kilo (k) mega (M) giga (G) tera (T) —
Factor 103 10° 10° 102 —

Notacién y operaciones con vectores en R3: Dados dos vectores @ = a1 + ayj + ak
v b=byi+ byj + b,k en la base cartesiana ortonormal 2,7, l;:}

= Médulo y vector unitario: |@| = /a3 + a2 + a2. Todo vector unitario en la direccién

y sentido de @ se obtiene normalizando: 4, =

lal*
= Suma y diferencia vectorial: @+ b = (a, + b,)i + (ay £ by)j + (a, + b, )k.
» Producto escalar: @-b = |d||b| cosf = azb, + ayb, 4 a.b,. Es un escalar positivo si

el dngulo 0 es agudo (6 < 90°), nulo si son perpendiculares (§ = 90°) y negativo si el
angulo es obtuso (6 > 90°).
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= Producto vectorial: ¢=a x b es un vector perpendlcular al plano formado por @ y b,
de médulo |@ x b| = |@||b| sin 8, anticonmutativo (b x @ = —a x b), expresado mediante
el determinante simbdlico:

A A A

LTk \ . A
dxb=lay ay a;| = (ayb, —a.by)i— (azb. — a.by)j + (azby — ayby)k (1.1)
by b, b

Ejercicio Resuelto: Operaciones con Vectores — Ejercicio 5 de la Relacién del Tema

1

Dados los vectores @ = 21 + J + 3k y b=—i+ 35 — 12:, calcular:
a) El d4ngulo que forman ambos vectores.

El médulo del vector suma @ + b.

b

¢) Un vector unitario en la misma direccién y sentido de a.

Un vector unitario en la misma direccién y sentido de @ x b.

)
)
d) Un vector unitario en la misma direccién y sentido de b.
€)
)

Un vector unitario en la misma direccién y sentido de b x a.

f

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

a) Angulo entre @ y b: Calculamos primero los médulos y el producto escalar:

@ = V22 +124+32=V4+1+9=114, yz?|=\/(—1)2+32+(—1)2=\/1+9+1

(1.2)
a-b=1(2,1,3)-(-1,3,-1)=-2+3-3=-2 (1.3)
Como el producto escalar es negativo, el &ngulo que forman es obtuso (6 > 90°):
po & b —2 —0,1612 — 0 = (—0,1612) ~ 99,27°
cosf = = = = arc cos(—0, ~ 99,
|a| - o] V14- \/11 V154
(1.4)

b) Mdédulo del vector suma:
a+b=(2—1, 143, 3—1) = i+4j+2k = |a+b| = V12 +42 + 22 = V21 ~ 4,58 (1.5)

c) Vector unitario en la direccién de a:

F=lo 2p s, dp (1.6)
T Vv Vv v '
d) Vector unitario en la direccién de b:
b —1. 3 1 .
Uy = — — i+ k 1.7
S VI o

=(-1-9)—(—2+3))+ 6+ k=100 -7+ 7k (1.8)
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—10 1 4

7
A=1/(-102+ (-1)2+ 7> =v100+14+49 = V150 = . ;= i— +
4= /(=107 + (=) axb = /150 \/ﬁ(] /i
1.9
f) Vector unitario en la direccién de b x @: Por la propiedad anticonmutativa del
producto vectorial, b x @ = —(@ x b) = 102 + j — 7k, con médulo |b x @] = +/150:

10 - - 1 4 7 P
3 _
v/ 150 \/15OJ v/ 150

Nota sobre el cuaderno manuscrito: En el apartado f) de los apuntes de clase se transcribié por error

(1.10)

S —
bxa axb

i7  k
la tercera componente de @ como —1 en lugar de +3 al plantear el determinante -1 3 —1| =
2 1 -1

—2i + 37 — Tk (de médulo v/62). Usando el vector @ = (2,1, 3) del enunciado, el resultado exacto es el
opuesto del apartado e).

1.1 Electrostatica: Campo Eléctrico y Potencial Eléctrico

El electromagnetismo es la rama de la Fisica que estudia y unifica los fenémenos
eléctricos y magnéticos en una sola teoria. Describe los fenémenos fisicos macroscépicos en
los cuales intervienen cargas eléctricas en reposo y en movimiento, usando para ello campos
eléctricos y magnéticos y sus efectos sobre las sustancias sélidas, liquidas y gaseosas.

En particular, la electrostatica estudia los fenémenos que ocurren por la carga eléctrica
de la materia cuando ésta es estacionaria (en reposo) y no depende del tiempo.

1.1.1 Concepto de Carga Eléctrica y sus Propiedades

La unidad de carga elemental de la naturaleza es la magnitud de la carga del electrén.
A escala atémica, la materia neutra posee igual niimero de protones (carga positiva en el
nucleo) que de electrones (carga negativa en la corteza). Un cuerpo macroscépico esté cargado
eléctricamente cuando tiene exceso o falta de electrones:

» Defecto de electrones —> Carga positiva (+q).
» Exceso de electrones —> Carga negativa (—q).

Dos cargas del mismo signo se repelen (positivo con positivo, negativo con negativo) y dos
cargas de distinto signo se atraen (positivo con negativo).

Definicion: Propiedades de las Cargas Eléctricas

1. Conservacion de la carga: La carga eléctrica total no varia en un sistema
eléctricamente aislado (3 inicial = Y. finat = constante). La carga no se crea ni se
destruye, solo se transfiere de un cuerpo a otro.

2. Cuantizacién de la carga: La carga eléctrica que posee cualquier cuerpo material
es siempre un multiplo entero de la unidad de carga elemental (la carga del electrén

e):

g=4n-e, conn€N, e=1,602x10""* C~1,6x1071 C (1.11)

3. Unidad en el Sistema Internacional: Se mide en culombios (C), donde 1 C =
1A-s.
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4. Invarianza relativista: El valor de la carga eléctrica de una particula no depende
de su estado de movimiento.

1.1.2 Ley de Coulomb

Ley / Teorema: Ley de Coulomb

La fuerza electrostatica de atraccion o repulsién entre dos cargas puntuales en reposo
q1 v qo es directamente proporcional al producto de las dos cargas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia r que las separa, actuando en la direccién de
la recta que las une:

N2, 1 qige .

Fis =K = 1.12
152 = 8075 = dneg 12 r ( )
donde
0D P= ‘g ”' es el vector unitario dirigido desde la carga ¢; que crea la fuerza hacia la
carga ¢o que la sufre.
» Ko= 4 ~8,983x 10 Nm?/C? ~ 9 x 10 Nm?/C? es la constante eléctrica del

vacio.

» g9 = 8,854 x 10712 F/m (= C2/(Nm?)) es la permitividad eléctrica del vacio.

Importante / Ojo Examen: Consecuencias Fundamentales de la Ley de Coulomb

Esta ley experimental demuestra que:

» Criterio de signos: Cargas del mismo signo (gig2 > 0) se repelen (F’1_>2 tiene
el mismo sentido que 7); cargas de signo opuesto (q1g2 < 0) se atraen (Fj_,o tiene
sentido opuesto a 7).

» Verifica la Tercera Ley de Newton (Principio de Accién y Reaccién): La
fuerza que ejerce la primera carga sobre la segunda tiene exactamente el mismo
modulo y la misma d1recc10n que la fuerza que ejerce la segunda sobre la primera,

pero en sentido contrario: F1_>2 = —F2_>1
J/
— ,,g —
Fy 41 .—> . Fi 0
r
Fuerzas electrostaticas repulsivas entre cargas del mismo signo (Fz—,; = —F}_;2)

Ejercicio Resuelto: Fuerza de Coulomb y Contacto entre Esferas Metalicas — Ejercicio

21 de la Relacién

Calcular la fuerza con la que se atraen dos esferas metdlicas A y B del mismo radio,
sabiendo que estan cargadas con ¢ = 3 pCy g2 = —9 1C respectivamente, y colocadas
en el vacio a una distancia de 30 cm entre sus centros. Si las esferas anteriores se ponen
en contacto y luego se colocan en las posiciones iniciales, calcular la nueva fuerza de
interaccion entre ambas.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

1) Fuerza inicial antes del contacto: Como ¢y = +3 x 1076 Cy go = -9 x 1076 C
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tienen signos opuestos y estan separadas r = 0,3 m, las esferas se atraen con un
modulo dado por la Ley de Coulomb:

(3x107%)-(9x107%) 0,243
(0,3)2 ~ 0,09

=2,7N (atractiva)

(1.13)
2) Contacto entre las esferas y redistribucién de carga: Al juntar las dos esferas
conductoras se produce una transferencia de electrones hasta que se igualan sus
potenciales eléctricos (V4 = Vp). Dado que ambas esferas tienen exactamente el
mismo radio R:

= q1 - q2
et = K—‘ 3 | =9x10%-

KQ) _ K@
R R

Vi=Vg — = Q1 =0 (12
Por el Principio de Conservacion de la Carga, la suma algebraica de las cargas
iniciales debe ser igual a la suma de las cargas finales tras el contacto:

Qrotat =1 + 32 =31C -9 pC= -6 nC=Q1 + Q5 =2Q) = Q) =Q5=-3nC
(1.15)
3) Fuerza final al separarlas a la distancia inicial (r = 0,3 m): Ahora ambas
esferas tienen carga negativa (—3 nC y —3 nC), por lo que se repelen con fuerza:
Q- Q) (3% 1076)-(3x 107%) 0,081
L2 _
r

=9x10%. =
% (0,3)2 0,09

|ﬁfinal| =K

=0,9N (repulsiva)
(1.16)

1.1.3 Campo Eléctrico, Principio de Superposiciéon y Lineas de Campo

El campo eléctrico es la regién del espacio donde actiian las fuerzas eléctricas. Existe
con que sélo haya una carga fuente: es una propiedad fisica que adquiere el espacio por el
mero hecho de introducir una carga en él.

Definicion: Intensidad de Campo Eléctrico E

La intensidad de campo eléctrico E en un punto P es una magnitud vectorial que
representa la fuerza eléctrica que acttia por unidad de carga testigo positiva ¢g colocada
en dicho punto:

> ., 1 q.
E=—=K5i= = [N/C=V/m] (1.17)

» Si la carga fuente es positiva (¢ > 0), el vector E en el punto P es radial saliente
(mismo sentido que el vector unitario 7).

= Sila carga fuente es negativa (¢ < 0), el vector E enel punto P es radial entrante
(apunta hacia la carga ¢, sentido opuesto a 7).

Ley / Teorema: Principio de Superposicion y Densidades de Carga

1. Distribucion discreta de cargas: El campo eléctrico total en un punto 7p es la
suma vectorial de los campos eléctricos individuales generados por cada una de las
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N cargas en dicho punto:

N
7p) = 3 By Z |TP_TJ|2 : (1.18)

Jj=1

2. Distribucién continua de carga: Cuando la carga esta distribuida de forma
continua, las cargas puntuales se transforman en diferenciales de carga d@ y las
sumatorias en integrales sobre la regién cargada:

0/ = dQ A p(f’) ~ !

E =K | ———=tp =K ————Tp md 1.1
) =K | vilp—rp o )

Segun la geometria del cuerpo cargado (1D, 2D o 3D), definimos tres densidades de

carga:

Densidad lineal () Densidad superficial | Densidad volumétrica
(o) (p)

Carga por unidad de lon- | Carga por unidad de super- | Carga por unidad de volu-

gitud: ficie: men:

_dQ _ _aQ _ _ dQ _
A==2 = dQ=Xdl |o="2 — dQ=0dS |p="T = dQ=pdV
Unidades: [C/m] Unidades: [C/m?] Unidades: [C/m3]

Lineas de Campo Eléctrico

Una linea de campo eléctrico es una recta o curva imaginaria trazada en el espacio
de tal manera que su vector tangente en cada punto P tiene exactamente la direccién y el
sentido del vector campo eléctrico Ep en ese punto.

» Nacen siempre en las cargas positivas (fuentes) y mueren en las cargas negativas (sumideros)
o en el infinito.

» El ntimero de lineas por unidad de érea transversal es proporcional a la intensidad |E|
(donde las lineas estdn més juntas, el campo es més intenso). Dos lineas de campo nunca
pueden cortarse.

¥ © <

Carga positiva Dipolo eléctrico (+q y —q) Dos cargas positivas (+¢q y +q)

Ejercicio Resuelto: Campo y Potencial de un Dipolo Eléctrico — Ejercicio 16 de la

Relacion

Un dipolo eléctrico (dos cargas iguales y de signo contrario separadas por una pequena
distancia) estd formado por dos cargas de ¢ = +2 pC y g2 = —2 nC distantes entre si
2 m. Calcular:

a) El campo eléctrico resultante y el potencial en un punto P de la mediatriz del
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segmento que las une, distante 5 m de cada carga.

b) Las mismas preguntas en el caso de que ambas cargas fueran positivas (+2 pC y
+2 nC).

(_130)7 +2 p-C (170)7 -2 LIC

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

Situamos ¢; en (—1,0) m y ¢ en (1,0) m. Por el Teorema de Pitdgoras, la ordenada
del punto P sobre la mediatriz (x = 0) es:

2=y2+12 = y=v24m — P=(0,V/24) m (1.20)

Los vectores desplazamiento desde cada carga hasta P y sus respectivos vectores
unitarios (#; = 7/5) son:

7 = (0,v24) — (=1,0) = (1,V/24) = # = (; ‘/5274) (1.21)
7 = (0,v24) — (1,0) = (-1,V/24) = #y = (—; @) (1.22)

a) Caso del dipolo (q1 = 42 nC, g2 = —2 nC):

= 2x1076 (1, 24, . 5
Br=kLp =9x10° 222 (54 Y25 ) = 1445470555 N/C (1.23)
r$ 5 5 5
, -2x107% ([ 1. /24, A 5
Br=KLi=9x10° 2 [ —Zi4+ Y55 ) = 1447 - 70555 N/C (1.24)
5 5 5 5
Sumando ambos vectores, las componentes verticales se cancelan y las horizontales se
duplican:
FEiotal = E1 + Eo = 2881 N/C (125)
El potencial electrostatico en P es la suma algebraica escalar de los potenciales de
cada carga:
Viota =V1 +Va =K ((11 + QQ> =3600 V+ (—3600 V) =0V (1.26)
™ 2

b) Caso de dos cargas positivas iguales (¢ = +2 nC, g2 = +2 pC): Ahora E,
invierte su signo respecto al apartado anterior: Fy = —144 1+ 705,55 N/C. Por tanto,
se anulan las componentes horizontales y se suman las verticales:

Erota) = E1 + Ey = 14117 N/C,  Vioar = Vi + Va = 3600 + 3600 = 7200 V (1.27)
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1.1.4 Flujo de Campo Eléctrico

Definicion: Flujo de Campo Eléctrico ¢p

El flujo de campo eléctrico ®p representa el nimero neto de lineas de campo que
atraviesan una superficie de area A:

@E:/Sﬁ-d[f:/SEcos(@dA [Nm?/C = Vm] (1.28)

donde ¢ es el angulo que forma el vector campo eléctrico E con el vector diferencial de
superficie dA (vector perpendicular o normal a la superficie en cada punto). Para un
campo uniforme y una superficie plana de area A:

m Sigp=0° (E I A, campo perpendicular al plano de la superficie): &g = E-A=FE-A
(flujo maximo).

= Si¢=090° (E L fT, campo paralelo o rasante a la superficie): ®5 = 0 (ninguna linea
atraviesa la superficie).

= Para cualquier otro dngulo ¢: @y =FE - A= F - Acos(o).

1.1.5 Ley de Gauss y sus Aplicaciones Clasicas

Ley / Teorema: Ley de Gauss

El flujo total de un campo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada S (superficie
gaussiana) es igual al cociente entre la suma algebraica de las cargas contenidas en el
volumen limitado por ella (Qencerrada) ¥ 1a permitividad eléctrica del vacio :

(I>E = %S'E . d§ = 47TK0 Qencerrada = @%gﬂlda (129)

» Flujo positivo (®g > 0): Predominan cargas positivas dentro del volumen encerra-
do.

» Flujo negativo (Pr < 0): Predominan cargas negativas dentro del volumen
encerrado.

» Flujo neto cero (P = 0): No hay carga en el volumen encerrado, o bien la suma
algebraica neta de las cargas interiores es igual a cero (3 ¢int = 0).

A continuacién desarrollamos las tres demostraciones fundamentales de la Ley de Gauss
exigidas en clase y en examen: el hilo rectilineo infinito (simetria cilindrica), el plano infinito
(simetria plana) y la esfera dieléctrica uniformemente cargada (simetria esférica).

Ejercicio Resuelto: Campo y Potencial de un Hilo Rectilineo Infinito — Ejercicio 23

de la Relacion

Hallar mediante la Ley de Gauss el campo eléctrico creado por un hilo rectilineo infinito
con densidad lineal de carga uniforme A. Si dicho hilo crea un potencial de V4 =20 V
en los puntos situados a una distancia r4 = 2 m de la recta y de Vg = 10 V en los
situados a rg = 4 m de la misma, jcudl es la densidad lineal de carga A del hilo?
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i ®+ R \‘/] dstﬁfﬁojﬁm'nito (A =dQ/dr)

l

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

Primera parte: Deduccién del campo eléctrico con la Ley de Gauss. Elegimos
como superficie gaussiana un cilindro coaxial de radio r y longitud ¢. Por simetria
radial, el campo eléctrico E es perpendicular al hilo en todo punto: sélo atraviesa la
superficie lateral del cilindro (Sj,; = 27rf), mientras que en las tapas superior e inferior
el flujo es nulo (E L dgtapas — ¢0s90° = 0). En la cara lateral, E || dS (cos0° = 1)
y ]E | es constante en todos los puntos por estar a igual distancia r, por lo que sale
fuera de la integral:

7{ E-dS = EdScos(0°)=E ¢ dS=E-(2xrl) (1.30)
S Slat Slat

Expresando la carga encerrada en funcién de la densidad lineal A = % = Qenc = A4,
aplicamos la Ley de Gauss:

AL A
E - (2nre) = Qene _ A-£ = |E(r) = (se cancela la longitud ¢) (1.31)
€0 €0 2megr

Segunda parte: Calculo de \ a partir de la diferencia de potencial. Integramos
el campo eléctrico entre ry =2m (V4 =20V)yrg=4m (Vg =10 V):
B

LS A TB dr A TB A TB
Va — Vi = E-dl = = = 1 = In{— 1.32
A B /TA 2meo /rA r 2meg [ n(r)]m 2meg " <7“A) ( )

Despejando la densidad lineal de carga A:

_ 2meo(Va—Vp) _ 2m- (8,854 x107'%) (20— 10) _ 5,563 x 1010

A In(rg/ra) In(4/2) N In(2)

~ 8,02x1071° C
(1.33)

Ejercicio Resuelto: Campo y Potencial de un Plano Infinito Cargado — Ejercicio 24

de la Relacion

Hallar el campo eléctrico y el potencial creados por un plano infinito no conductor
cuya densidad superficial de carga uniforme es o.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

1) Campo eléctrico mediante la Ley de Gauss: Tomamos como superficie gaussiana
un cilindro (o prisma) perpendicular al plano infinito, con tapas de érea S equidistantes
a ambos lados de la lamina. Por simetria plana, el campo eléctrico E es perpendicular
al plano hacia afuera en ambas caras y no atraviesa la pared lateral del cilindro. Por
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tanto, el flujo total es la suma del flujo a través de las dos tapas (25), y la carga
encerrada es Qepe = 0 - S

fﬁ-d§=QenC=>E.(2S)=U;9=> 5= (1.34)
€0 €0 280

Observamos que el campo eléctrico creado por un plano infinito es uniforme (constante
en moédulo y direccién, independiente de la distancia r al plano).

2) Potencial eléctrico: Como el plano se extiende hasta el infinito, no podemos
tomar el origen de potencial en el infinito; tomamos como referencia de potencial cero
el propio plano (Vg = 0 en rg = 0). Integrando desde un punto A a distancia r4 hasta
el punto B sobre el plano:

0 o 0 o o
Vi— Vg = Edr = — =—(0-— = |Va=—-— L.
A B /7",4 r %0 [T} s 20 (0 TA) A %0 rA ( 35)

A medida que nos alejamos del plano cargado positivamente en el sentido de las lineas
de campo, el potencial eléctrico va disminuyendo linealmente con la distancia.

Ejercicio Resuelto: Campo y Potencial de una Esfera Dieléctrica Cargada Uniforme-

mente — Ejercicio 25 de la Relacion

Calcular el campo eléctrico y el potencial creados por una esfera dieléctrica (aislante)
maciza de radio R cargada uniformemente en todo su volumen con una carga total @,
a una distancia r de su centro: a) fuera de la esfera (r > R), y b) dentro de la esfera
(r < R).

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

a) Regién exterior a la esfera (r > R): Usamos como superficie de Gauss una
esfera concéntrica de radio r > R. Por simetria esférica, E es radial y paralelo a dS en
todo punto (E -dS = EdS) y su médulo es constante sobre la esfera de drea 4mwr2. La
carga total encerrada es toda la carga de la esfera (Qene = @):

1 Q_ Q@

- =K (r > R)

o Q
fEdF=BfdS=B 4m?) == — | Bealr) = -5 = K

(1.36)
El potencial en el exterior (tomando V' (oco) = 0) es idéntico al de una carga puntual @
situada en el centro:

P(r) /T eat (1) dr Ameg Jr 12 dmeg | 7

17 K
’ TEQT r
(1.37)
b) Regién interior a la esfera (r < R): Al ser una esfera dieléctrica cargada

uniformemente, definimos su densidad volumétrica de carga constante p:

@ __@ (1.38)

10 = =]
‘/;sfera %WR?’

Tomando una esfera gaussiana interior de radio r < R, la carga encerrada Qenc €s
unicamente la contenida en la esfera de radio r:

Q 4 3
Qenc=p- Vyauss = (W : (57”’3) = Qﬁ (1.39)

(r > R)
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Aplicando la Ley de Gauss en r < R:

Qenc QTS Q - r KQ
E. (471'7"2) = - = e

S e B

Eint(r) (r<R)  (1.40)

Dentro de la esfera dieléctrica el campo crece linealmente con el radio r (siendo cero en
el centro r = 0). Para hallar el potencial en un punto interior » < R, debemos partir la
integral desde r hasta oo en dos tramos (de r a R con Fj,, y de R a 0o con Fey):

Vint(r):/TOOEdr:LREint(r)dr—l—/RooEem(r)dr: Q /rerr—{— @

AmegR3 4reoR
(1.41)
Q R- Q Q 7«2 3. Qr
‘/in - - 3— — ‘/zn = -
() Ancol3 2 dneoR  SmeoR 72| = | Vim(r) SteoR  SmeoRP

(1.42)

1.1.6 Campo Eléctrico y Carga en Conductores en Equilibrio Electrostatico

Segun la conductividad eléctrica o, de un material, éste se clasifica en:

» Conductor: Posee gran cantidad de cargas libres (electrones de conduccién en metales)
que se mueven libremente ante cualquier campo eléctrico.

= Aislante o dieléctrico: Sus electrones estdn fuertemente ligados a los atomos y no
permiten el paso de corriente.

» Semiconductor (silicio, germanio): Puede comportarse como conductor o como aislante
en funcién del campo eléctrico aplicado, la temperatura o el dopado (se estudia en detalle
en el Tema 4).

Definicién: Propiedades de un Conductor en Equilibrio Electrostatico

Si introducimos una carga neta en un conductor y esperamos a que alcance el equilibrio
electrostatico (cargas en reposo):

1. Toda la carga libre se distribuye exclusivamente por la superficie exterior:
Las cargas del mismo signo tienden a repelerse entre si lo maximo posible, emigrando
hasta la superficie limite del material (p;,; = 0).

2. El campo eléctrico en el interior del material conductor es rigurosamente
cero (E;,: = 0): Si no fuese cero, las cargas libres interiores experimentarian fuerza
F' = qF y habria corriente, contradiciendo el equilibrio.

3. El campo eléctrico justo en la superficie exterior es perpendicular a ella:

Egup = — (1.43)

o
€0
Si el campo eléctrico no fuera perpendicular a la superficie, existiria una componente
tangencial F; que arrastraria las cargas superficiales y no habria equilibrio.

4. El volumen y la superficie del conductor forman un volumen equipotencial:

—

Como Eint = 0, no cuesta trabajo mover una carga por su interior, luego V =
constante en todo el conductor e igual al potencial de su superficie.
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5. Efecto de las puntas: En un conductor de forma irregular, la densidad superficial
de carga o se acumula preferentemente en las zonas puntiagudas (de menor radio
de curvatura), donde las cargas equilibran las componentes tangenciales y el campo
exterior es mucho maés intenso.

Ejercicio Resuelto: Campo y Potencial de una Esfera Conductora Cargada — Ejercicio

26 de la Relaciéon

Calcular el campo eléctrico y el potencial creados por una esfera conductora de radio
R cargada con una densidad superficial o (carga total Qpn.) a una distancia r de su
centro: a) si r > R (fuera), y b) si » < R (dentro).

E(r) V(r)

Esfera conductora (Q en r = R)

Resolucién Paso a Paso:

a) Campo y potencial en el exterior (r > R): Envolvemos la esfera en una
superficie gaussiana esférica concéntrica de radio r > R. Por simetria, F || dS y E es
uniforme a distancia r:

_ Qenc

. =] . 2 = = e = =
%S E.dS =B (') = =2 = | Fea(r) = - —=5° = K=3

(r > R) (1.44)

Integrando desde r > R hasta el infinito (V' (co0) = 0), el potencial en el exterior es el
mismo que el de una carga puntual:

Vearr) = [ Benr)dr = 2222 [F 5 2| K Here | o> ) (1.45)

T Adreg r2 r

b) Campo y potencial en el interior (r < R): Al ser una esfera metdlica (conduc-
tora), toda la carga se desplaza hacia la superficie (r = R). Por tanto, cualquier esfera
gaussiana interior de radio < R encierra carga nula (Qepe = 0):

E- (4mr2) = 63 —0 = |By(r) =0] (r<R) (1.46)
0

Para el potencial en un punto interior (r < R), desglosamos la integral desde r hasta
oo en el tramo interior (r — R, donde E;,; = 0) més el tramo exterior (R — 00):

Q K'Qenc _

enc dr — o
= — Vsuper ficig
7“2 R per f

00 R 00 [e'S)
‘/int(r) = / EdT = / Eint dT+/ Eear;t d'r = / K
P P ‘\":0 R R
(1.47)

Ojo examen (Aclaracién al margen del cuaderno): En la pdgina 15 del manuscrito original los titulos
de los apartados de potencial aparecen intercambiados con la anotacién al margen “no corregido”.
Como se demuestra arriba, para r > R (fuera) el potencial decrece como V(r) = @, mientras que

para r < R (dentro) el potencial permanece constante e igual al potencial de la superficie V (r) = KTQ.

(r < R)
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1.1.7 Energia Potencial Eléctrica, Trabajo Eléctrico y Potencial Eléctrico
1.1.7. Energia Potencial Eléctrica (U)

Cuando una particula con carga ¢ se desplaza por un campo eléctrico, el campo ejerce sobre
ella una fuerza capaz de realizar trabajo, lo cual permite asociarle una energia potencial
eléctrica medida en Julios (J).

Definicién: Energia Potencial Eléctrica en un Punto

La energia potencial eléctrica U, de una carga puntual ¢ situada a una distancia r de
una carga fuente () (tomando U(co) = 0) se define como el trabajo necesario que debe
realizar una fuerza externa (F’;zt = —ﬁelec) para traer la carga g desde el infinito hasta
dicho punto sin acelerarla; equivalentemente, es igual al trabajo que realiza la fuerza
del campo eléctrico al llevar la carga desde ese punto hasta el infinito:

U, = We:rt = Weampo _ ﬂ = KQ q [J] (1.48)

ocoO—Tr =00 47T€0T r

1.1.8. Trabajo Eléctrico (W4p)

La fuerza electrostatica de Coulomb es una fuerza conservativa: al desplazarse una
carga ¢ de un punto A a otro punto B dentro del campo eléctrico, el trabajo realizado por el
campo no depende del camino seguido, sino exclusivamente de las posiciones inicial y final:

S . 1 1
weme _ (VR af - AU - U, U :Qq<—> 1.49
A—>B elec A B 471'60 A B ( )
Por su parte, el trabaJO realizado por un agente o fuerza externa en cuasi-equilibrio para
llevar la carga desde A hasta B tiene el mismo valor absoluto y signo opuesto al trabajo del
campo eléctrico:
Wilp = Wiy’ = AU = Up — Ua (1.50)

1.1.9. Potencial Eléctrico (V') y Relacién con el Campo Eléctrico

Definicién: Potencial Eléctrico y Diferencia de Potencial

El potencial eléctrico V en cualquier punto de un campo eléctrico es la energia

potencial eléctrica por unidad de carga de prueba ¢ situada en ese punto:

U 1 J
S gexd oo

Voltio: 1 V=1 —
qg Admegr 7 oo C

(1.51)

La diferencia de potencial entre dos puntos A y B se relaciona con el trabajo
externo W54 (que es igual al trabajo que realiza el campo eléctrico para mover la
carga de B a A) y con la integral de linea del campo eléctrico mediante:

Wewt campo
Vg —Va=—428 — _ Wase _ / E-dl (1.52)
q

Equivalentemente, la caida de potencial de A a B y su relacién diferencial son:

B B _ B B
VA_VB:_/ dV:/ F-df <— —dV=F -dl — Ej=—— (E:—VV)
A A
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Ejercicio Resuelto: Potencial, Trabajo Externo y Energia Potencial — Ejercicio 19

de la Relacion

Una carga positiva ¢; = 6 nC se encuentra fija en el origen de coordenadas. Calcular:
a) (Cudl es el potencial eléctrico en un punto P situado a una distancia de 4 m?

b) ;Qué trabajo tenemos que hacer (fuerza externa) para traer otra carga positiva
g2 = 2 pC desde el infinito hasta esa distancia de 4 m?

c¢) {Cudl serd la energia potencial eléctrica de esa segunda carga en dicha posicién?

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

a) Potencial eléctrico a r = 4 m:

<100, 8% 10-6

q1
= K— =
Ve r 9 4

= 13500 V = 13,5 kV (1.54)

b) Trabajo externo para traer ¢; = 2 nC desde el infinito hasta P: El trabajo
que realiza una fuerza externa desde el infinito hasta P (WS, ) es igual al trabajo

que realiza el campo eléctrico al llevar la carga desde P hasta el infinito (W5 27):

. -6y . -6
@ g _ g 0. 6x107%) (2% 10°°)

Welp =Wl =q-Vp=K " 1

oo

=0,027 J

(1.55)
c) Energia potencial de ¢; en dicha posicién: Por definicién, la energia potencial
electrostatica en P coincide con el trabajo realizado desde el infinito:

Up =W , =0,027 J (1.56)

[e.9]

1.1.8 Capacitores (Condensadores) y Capacitancia

Un condensador (o capacitor) es un dispositivo pasivo formado por dos conductores
(denominados placas o armaduras) separados por un aislante (dieléctrico) o por el vacio a
una determinada distancia d. Al aplicar una diferencia de potencial V =V, — V_ entre las
placas, éstas adquieren cargas de igual médulo y signo contrario (+Q y —Q).

Definicion: Capacitancia o Capacidad de un Condensador

La capacitancia o capacidad C' de un condensador es el cociente entre la magnitud
de la carga @ de una de sus placas y la diferencia de potencial V entre las dos placas:
Q . C
C=—= Faradio: 1 F =1 — 1.57
Vv A% ( )
La capacidad s6lo depende de la geometria del condensador y de la permitividad
del aislante entre sus placas (no depende de @ ni de V). Para un condensador de
placas planas paralelas, la capacidad es directamente proporcional al drea A de
cada placa e inversamente proporcional a la distancia d que las separa:
C = €0 (en el vacio), C = e =cEreoy (con dieléctrico de permitividad )
(1.58)
El campo eléctrico dentro del condensador es uniforme e igual a £ = £, mientras
que en el exterior del condensador es practicamente nulo. La energia electrostatica
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almacenada en el condensador es:

_ler_

Vi

| Placa Superior (+Q, densidad +0) |

™9

Ejercicio Resuelto: Deduccion por Gauss del Campo y Capacidad de un Condensador
Plano — Examen Febrero 2017 / Ejercicio 27

Calcular el campo eléctrico en el interior y exterior de un condensador de placas planas
paralelas usando la Ley de Gauss, y deducir la expresion de su capacidad en funciéon
del drea A de las placas y de la distancia d que las separa (para el caso en que el area
de las placas es mucho mayor que la distancia que las separa).

Resolucién Paso a Paso (Resuelto en clase y Examen Febrero 2017):

Paso 1: Campo eléctrico creado por una sola placa plana mediante la Ley
de Gauss. Consideramos primero un unico plano conductor/cargado con densidad
superficial o = % = % y tomamos un cilindro gaussiano perpendicular a la placa
cuyas tapas tienen drea A. Por simetria, el flujo s6lo atraviesa las dos tapas horizontales

(arriba y abajo, flujo E - 2A) y no atraviesa la pared lateral (E 1 dglat):
Qenc g-A 4

%Ed§:E2A: = <:>Eplaca:7
S €0 €0 250

(1.60)

El campo resultante de cada placa es uniforme y no depende de la distancia a la placa
(siempre que la distancia sea mucho menor que las dimensiones de la placa).

Paso 2: Superposicién de las dos placas del condensador (+Q y —Q). En
un condensador tenemos dos placas paralelas: la placa A cargada positivamente (+o,
cuyas lineas de campo E4 salen de ella hacia ambos lados) y la placa B cargada
negativamente (—o, cuyas lineas de campo Ep entran hacia ella desde ambos lados):

» En el exterior del condensador (a la izquierda de A y a la derecha de B):
los vectores E 4 y Ep tienen la misma direccion, el mismo modulo 2‘;—0 y sentidos
opuestos, por lo que el campo eléctrico se anula en el exterior (F., =
E4—Ep=0).

» En el interior del condensador (entre ambas placas): tanto E 4 como Ep apuntan
desde la placa positiva A hacia la placa negativa B (mismo sentido), sumédndose
sus médulos:

(o g (o
Ent=FEs+FEp=_—+_-— = |[F=— (1.61)
260 260 €0
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Paso 3: Deduccion de la capacidad C en funcién de A y d. Calculamos primero
la diferencia de potencial V4 — VB entre las placas integrando el campo uniforme a lo
largo de la distancia d (donde E y d? llevan la misma direccién y sentido):

&=

B —
VA—VB:/ di=F-d=2d (1.62)
A €0

Sustituyendo en la definicién de capacidad C = VA?*VB junto con Q) = o - A:

Q o-A 60'A
pu— pu— = 1~
i e g (1.63)
€0

Asociacion de Condensadores en Paralelo y en Serie

= Asociaciéon en Paralelo: Todos los condensadores estan sometidos a la misma diferencia
de potencial (V; = Vo = V). La carga total almacenada es la suma de las cargas individuales
(Qtotal = Q1 + Q2 = C1V + C5V), de modo que la capacidad equivalente es la suma de
capacidades:

N
Ceqzcl—i-(jg—i-"'—l-CN:ZCi (1.64)
=1

= Asociacién en Serie: Por conservacion de la carga en las armaduras intermedias aisladas,
todos los condensadores en serie adquieren exactamente la misma carga (Q1 = Q2 = Q). La
caida de tensién total es la suma de las tensiones de cada condensador (Vigre = V1 + Vo =

1 1 1 1 C107

= —+ =+ + = = C ara dos condensadores

Ceg  C1 ' Cy Cn Zl C; “=G o © )
(1.65)
Asociacién en Paralelo (C., = Cy + Cb)
Ch Asociacién en Serie (C%q =& +8)
1 Cy
e e
Q1=Q2=0Q

Co

1.2 Electrodinamica: Corriente Eléctrica y Campo Magnético

1.2.1 Corriente Eléctrica, Velocidad de Deriva y Ley de Ohm

La corriente eléctrica es el flujo ordenado de portadores de carga eléctrica a través
de un material conductor, y se debe a la existencia de una diferencia de potencial eléctrico
entre dos puntos. Al aplicar una diferencia de tensién (V7 > V3), se crea en el interior del
conductor un campo eléctrico E (dirigido de mayor a menor potencial, de V; hacia V3) que
ejerce fuerza eléctrica sobre las cargas libres y las pone en movimiento:

» Si el portador tiene carga positiva (+), se mueve en el mismo sentido que E.
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» Si el portador tiene carga negativa (—) (como los electrones en un metal), se mueve en
sentido contrario a E.

= Convenio de signos de la corriente: Por convenio histérico, el sentido de la intensidad
de corriente eléctrica I se toma siempre igual al mismo sentido del campo eléctrico E
(sentido del flujo de cargas positivas, opuesto al movimiento real de los electrones).

Definicion: Intensidad de Corriente Eléctrica y Velocidad de Deriva

La medida de la corriente eléctrica es la intensidad de corriente I, definida como la
cantidad de carga que atraviesa una seccién transversal del conductor por unidad de

tiempo:
A . . . d . . . C
= o (corriente continua/uniforme), I = - (corriente variable) Ampetio: 1 A =1 —
S

(1.66)
Debido a los continuos choques entre los portadores de carga y los atomos de la red
cristalina del material, los portadores avanzan con una velocidad media constante
denominada velocidad de deriva o de arrastre (v;). En un diferencial de cable de
seccién transversal A y grosor (rodaja) d¢ = vgdt, la carga contenida es:

dQ=n-q-A-dl=n-q-A-(vgdt) (1.67)

donde n es la concentracién de portadores de carga por unidad de volumen ([m~3]) y
q es la carga del electrén. Dividiendo por dt, obtenemos la relacién entre la intensidad
y la velocidad de deriva:

dQ dl
J = =—m-g-A - — =n-ag-vs-A 1.
=4 =14 (1.68)
q 17d ,,:\ ,,\
°o— >

i ': :| Area A Va (Vl > VQ)

» Densidad de corriente (J): Es la intensidad de corriente I por unidad de area de
seccién transversal:

J=L nigu pﬁﬁ]:>fzéfdg (1.69)

» Relacion entre J y el campo eléctrico F (Ley de Ohm microscépica): En un
material metalico u 6hmico se cumple que la densidad de corriente es directamente
proporcional al campo eléctrico:

-

J=0-E=-E (1.70)

D=

donde o es la conductividad eléctrica del material (medida de la capacidad de
un material para dejar pasar la corriente eléctrica, en [ 'm~ = S/m]) y p= L es
su inversa, la resistividad eléctrica ([€2 - m]).
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Ejercicio Resuelto: Deduccion Completa de la Ley de Ohm Macroscépica — Examen

Enero 2019 (Ejercicio 2)

Deducir la Ley de Ohm (relacién entre la diferencia de potencial Vi — V3 y la intensidad
I en un conductor cilindrico de longitud L y seccién S), usando la relacién de la
densidad de corriente con el campo eléctrico (J = oF) y la relacién entre el campo
eléctrico y el potencial, suponiendo campo eléctrico uniforme en todo el conductor.

E
i (S) —_— Vs (V1 > VQ)
h) L 4

Demostracién Paso a Paso (Teoria y Examen Oficial FFT Enero 2019):

1. Tomamos un hilo conductor de longitud L y area de seccién transversal S, sometido
a potenciales V1 > V5, de modo que el campo eléctrico uniforme F va hacia la derecha.
La relacion entre la densidad de corriente y el campo eléctrico es:

J=0-E (donde o es la conductividad del material) (1.71)

2. De la relacién del campo eléctrico con la variacién de potencial (E = —%), dado
que el campo es uniforme a lo largo de la longitud L y la variacién de potencial entre
los extremos es AV = V5 — V4, sacamos el valor del campo eléctrico en el conductor:

AV _—(B-V) L _Vi-T

E=-7 L L

(1.72)

3. Volviendo a la primera ecuacién, relacionamos la densidad de corriente con la caida
de potencial:

Vi—V;
L
4. Calculamos ahora la intensidad de corriente I integrando la densidad de corriente
sobre la seccién transversal S

J=o0 (1.73)

I:/JdS:/avl_védS:o—Vl_‘é-S:J-S (1.74)
S S L L

5. Despejamos la caida de potencial (V3 —V2) en funcién de la intensidad I, introduciendo
la resistividad p = 1 (inversa de la conductividad):

S L
I=0—(V1-V; Vi-Vo=|=-5)I=|p35]| 1 1.75
o L( 1 2) = Wi 2 (U ) <P S> ( )
6. Definiendo la resistencia eléctrica del conductor como R = p% (medida en ohmios,
[©]), obtenemos finalmente la Ley de Ohm macroscépica:

R=pg s Vi—-Va=R-I (1.76)
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Importante / Ojo Examen: Dependencia con la Temperatura y Potencia Disipada

(Efecto Joule)

» Variacién térmica de la resistividad: En los metales conductores, al aumentar
la temperatura se incrementa la agitacién térmica y los choques, aumentando la
resistividad segin p(T') = po[l + a(T —Tp)] = R(T) = Ro[l + o(T — Tp)].

= Efecto Joule y Potencia Eléctrica: La potencia eléctrica disipada en forma de
calor en una resistencia R recorrida por una corriente I con caida de tensién V es:

P=V.I=I?R=—  [W=1J/g (1.77)

Ejercicio Resuelto: Corriente y Campo Eléctrico en una Resistencia de Plomo —

Ejercicio 30 de la Relacion

Calcular la intensidad de corriente que circula por una resistencia de plomo (p = 2,2 X
10~7 €2 - m) con forma de paralelepipedo, con seccién transversal de S = 5 x 10~* mm?
y longitud de L = 3 cm, cuando se aplica una diferencia de potencial de Vi — V5 =5 V.
;,Cuéanto vale el campo eléctrico en el interior de la resistencia? Indicar su médulo,
direccién y sentido.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):
1) Conversién de datos al Sistema Internacional:
Vi—-Va =5V, S=5x10"*mm?=5x10"""m?, L=3ecm=0,03m, p=22x10"7Q -m

(1.78)
2) Célculo de la resistencia R y de la intensidad I (Ley de Ohm):

L . 0,03m |
R = p§ =(2,2x107" Q- m)m =13,2Q (en el cuaderno se redondea a 13,26 ()
(1.79)
(V- =RI = I= i—Vo _ 0 v =0,3788 A (con 13,26 Q = I =10,377 A)
R 13,2 Q
(1.80)

3) Calculo del campo eléctrico en el interior (por dos métodos equivalentes):
» Primera forma (usando la Ley de Ohm microscépica J = ocE):

J I 0,3788 o

» Segunda forma (usando la relacién potencial-campo uniforme):

 Vi-Va 5V

E L  0,03m

= 166,67 V/m (1.82)

La direccién del campo eléctrico E es paralela al eje longitudinal del paralelepipedo y
su sentido va desde el extremo de mayor potencial (V) hacia el de menor potencial
(V2).

1.2.2 Campo Magnético y Ley de Lorentz
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1.2.12. Campo Magnético (B)

Un campo magnético es un campo de fuerzas creado por imanes permanentes o por
cargas eléctricas en movimiento (corrientes eléctricas). También es llamado induccién
magnética, se representa con la letra B y se mide en el Sistema Internacional en Teslas (T):

N

1T=1N-s-m*Ct=1——
S-m A-m

=10* Gauss (G) <= 1 Gauss=10"*T (1.83)

Se cumplen dos principios fundamentales de interaccion magnética:

1. Una carga en movimiento o una corriente eléctrica crea un campo magnético en el espacio
circundante.

2. Una carga en movimiento o una corriente eléctrica inmersa en un campo magnético B
experimenta una fuerza magnética perpendicular tanto a la velocidad de movimiento
de la carga como al propio campo magnético:

—

Fp=q-(UxB) = |Fg|=lq|-v-B-sin(¢) (1.84)

donde ¢ es el dngulo que forma el vector velocidad ¥ con el vector campo magnético B
(v, =vsing).

F F
— — /17 —
B P B — _ B
O©—— 0
7 .
¢=90° = F =quB F =quBsing (v; =vsing) ¢=0°0180° = F =0

1.2.13. Ley de Lorentz y Fuerza Magnética sobre un Cable Conductor

Ley / Teorema: Ley de Lorentz Generalizada y Movimiento Ciclotrénico

La fuerza electromagnética total que experimenta una carga ¢ que se mueve con
velocidad ¥ en presencia simultanea de un campo eléctrico E y un campo magnético B
viene dada por la Ecuacién de Lorentz:

—

F=q-(E+7xB) (1.85)

= Ausencia de trabajo magnético: Como Fg 1 ¥, la potencia magnética es nula
(P = Fp -7 =0)y el campo magnético estatico no realiza trabajo (Wp = 0),
manteniendo constante el mdodulo de la velocidad y la energia cinética de la particula.

= Radio de ciclotrén: Cuando una particula de masa m y carga g penetra perpen-
dicularmente (¥ L B) en un campo magnético uniforme, describe un movimiento

circular uniforme de radio R y frecuencia angular w,:
v? mu lg| B 2m

B: —:R:— = —, = —
’ql/U m wC m ‘q|B

5 B’ (1.86)
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Ley / Teorema: Fuerza que Ejerce un Campo Magnético sobre un Cable Conductor

Un cable conductor rectilineo de longitud L por el cual circula una corriente eléctrica
I dentro de un campo magnético uniforme B se ve sometido a una fuerza magnética.
Para deducirla, consideramos primero un trozo elemental de cable de longitud d¢ y
seccion A, el cual contiene una carga en movimiento d@Q) = nqA d¢ desplazandose con
velocidad ¥y:

dF = dQ - (¥ x B) = (nqAdl) T, x B (1.87)

En modulo, recordando que la intensidad es I = nqAvy:
dF = nqAvgdl Bsin(¢) = I d¢ Bsin(¢) = dF = Idl x B (1.88)

Integrando para un cable rectilineo de longitud L (representado por el vector 7 de
modulo L y sentido el de la intensidad I):

F=1I-({xB) = F=1I-L-B-sin(¢) (1.89)

donde ¢ es el angulo que forma el sentido de la corriente I con el campo magnético B.
En particular, si el campo magnético es perpendicular al cable (¢ = 90°), la
fuerza es maxima: F'=1-L- B.

1.2.3 Ley de Biot y Savart y Aplicaciones Fundamentales

Campo Magnético de una Carga en Movimiento y de un Elemento de Corriente

1.

Campo magnético de una carga puntual en movimiento: Una carga ¢ que se
desplaza a velocidad ¥ crea en un punto P situado a posicién 7 un campo magnético cuyas
lineas de campo son circulos concéntricos centrados en la linea de movimiento de la carga
(siendo B = 0 a lo largo de la propia linea de movimiento):

Mo g(Wx7) . p_ Holgl-v-sin(é)

B = 1.90
Ar  r2 Am r2 ( )

donde p1p = 47 x 1077 T -m/A es la permeabilidad magnética del vacio.
Campo magnético de un elemento de corriente (Ley de Biot y Savart): En un

trozo de cable de longitud d¢ y seccién A tenemos una carga portadora d@Q = ngAdf.
Sustituyendo en la expresion anterior y usando la definicién de intensidad I = nqugA:

_ Ho (ngAdl) -vg-sin(@) _ poI-dl-sin(¢)

dB = 1.91
4 72 47 r2 (1.91)
En forma vectorial, obtenemos la Ley de Biot y Savart:

J5 _ Mo I(dl x 7) (1.02)
4w 2 ’

Campo Magnético de un Cable Rectilineo de Longitud 2a e Infinito

Consideremos un cable rectilineo dispuesto sobre el eje Y desde y = —a hasta y = +a

(longitud total 2a) recorrido por una corriente I, y calculemos el campo magnético en un
punto P(z,0) a distancia perpendicular x sobre la mediatriz del cable.
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Integrando la expresién de Biot y Savart entre y = —a e y = +a, con r = /22 + 3% y

sin(¢) = sin(r — ¢) = £ = \/;Ty?:

B = Mol /a sin(¢)dy _ pol /“ zdy  pol Yy ol 2a
Tar S 7 Ar S (@223 dn (/a4 42 ) Am a(a? +a2)1?

(1.93)
Por tanto, en el limite de un conductor rectilineo muy largo o infinito (a > z), donde
Va2 + a? &~ a, las longitudes a se simplifican y obtenemos la célebre expresién a una distancia
radial = (o r) del hilo:

I I
Siasz = B=H" =K (1.94)
2rx  27r

I (corriente)

/_/-% B (Circunferencias concéntricas)

A ~ i 4
~ ~-L-- -

Sentido de B seglin la Regla de la Mano Derecha (pulgar con I, dedos con E)

Ejercicio Resuelto: Campo Magnético de una Espira Circular en su Eje y en su Centro

— Ejercicio 32 de la Relacion

Calcular mediante la Ley de Biot y Savart el campo magnético creado por un hilo
conductor circular (espira de radio a) por el que circula una corriente I, tanto en un
punto P de su eje situado a una distancia d del centro como en el propio centro de la
espira (d = 0).
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. dB. dB
dr A
ﬂ r=+va?¥d?
2 |
0 «
¢ y (Eje de la espira)
I p P aB,
T

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

1. Situamos la espira de radio a en el plano X Z centrada en el origen, y calculamos el
campo en el punto P(0,d,0) sobre el eje Y. Por la geometria circular, el vector tangente
a la espira ar y el vector unitario ¥ que va hacia P son siempre perpendiculares
entre si (d/ L # = 6 = 90°, sin90° = 1 y |#| = 1). Por tanto, el médulo del
diferencial de campo es:

pol |d€]|7] sin(90°)  pol de

dB| = - 1.95
= A7r? 4mr2 ( )

2. El vector dB es perpendicular al plano que forman ar y 7. Al recorrer toda la espira,
por la simetria axial del problema, todas las componentes perpendiculares al eje (dB,
y dB;) se anulan dos a dos, quedando tinicamente la componente a lo largo del eje
Y (dBy):

dB, = dB - cos(a) = dB - sin(f3) (1.96)
En el tridngulo rectangulo formado por el radio a, la distancia axial d y la hipotenusa
r = +va? + d?, se cumple que sin(f) = ¢ = \/afw. Sustituyendo:
a wol db a wola
dB, =dB-— = : = dl 1.97
v o Ar(Va2+d®)?2 Va?+d2  4r(a® +d?)3/? (1.97)

3. Integrando a lo largo de toda la espira, como g, I, 4w, a,d son constantes, sélo
integramos la longitud de la circunferencia § d¢ = 2ra:

_ pold?
Beje(d) - 2(a2+d2)3/2

(1.98)
4. Caso particular en el centro de la espira (d = 0): Si el punto P estd situado
exactamente en el centro de la espira (d = 0), obtenemos:

B B wola _ pola- (2ma)
By = j{dBy  4n(a? + d2)3/2 %  4n(a? + d2)3/2

pola®  pol

Sid=0 = Beentro = 2(a2)32 ~ 2a

(1.99)
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Fuerza Magnética entre Dos Conductores Paralelos
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Ejercicio Resuelto: Demostracion de las Fuerzas entre Dos Cables Paralelos —

Examenes Febrero 2017 y Enero 2019 / Ejercicio 33

Demostrar que el médulo de la fuerza magnética por unidad de longitud entre dos
corrientes rectilineas paralelas indefinidas por las que circulan intensidades I e I
separadas una distancia d es % = “%frl dIQ , v explicar razonadamente qué fuerzas aparecen

cuando las corrientes circulan: a) en el mismo sentido, y b) en sentidos contrarios.

I I I I
Fy Fig Fy Fi9
«— >
© B ® B ® B, ® B

d d

a) Mismo sentido: Se atraen b) Sentidos contrarios: Se repelen

Demostracién Paso a Paso (Teoria y Exdmenes Febrero 2017 / Enero 2019):

1. Calculo del médulo de la fuerza mutua: Cada conductor rectilineo genera a
una distancia d (donde se sittia el otro conductor) un campo magnético circular cuyo
modulo viene dado por la ley de Biot-Savart/Ampeére:

_ pol2

1
B = CO D (en la posicién del hilo 2), By =
2nd

= (en la posicién del hilo 1)

(1.100)
Dado que el campo magnético By es perpendicular al conductor 2 (¢ = 90° —
sin90° = 1), la fuerza magnética F' = I LB sin ¢ que ejerce el conductor 1 sobre una
longitud L del conductor 2 (y reciprocamente el 2 sobre el 1) es:

polr  polilaL pole  polilaL

Fio=1-L-By=15-L- = Foy=101-L-Bo=1,-L- =
12— 52 L= 2md 2nd 2= 2= 2md 2md
(1.101)
Ambas fuerzas tienen idéntico médulo, y la fuerza por unidad de longitud es:
F polils
— = 1.102
L 2md (1.102)

2. Direccién y sentido de las fuerzas (Regla de la Mano Derecha):

» a) Corrientes en el mismo sentido: Por la regla de la mano derecha, el hilo 1
crea sobre el hilo 2 un campo B entrante (®), por lo que la fuerza Fio= LIy x By
apunta hacia la izquierda (hacia el hilo 1). Andlogamente, el hilo 2 crea sobre el hilo
1 un campo B, saliente (®), y la fuerza i apunta hacia la derecha (hacia el hilo 2).
Conclusion: Si las corrientes van en el mismo sentido, los dos conductores
se atraen.

= b) Corrientes en sentidos contrarios: Al invertir el sentido de I, se invierte
el producto vectorial 1312 = IQEQ X El (apunta hacia la derecha, alejandose de 1) y
también se invierte el sentido de B (entrante ® sobre 1, haciendo que By apunte
hacia la izquierda). Conclusién: Si las corrientes van en sentidos contrarios,
los dos conductores se repelen.
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Ejercicio Resuelto: Campo Magnético de Dos Conductores Paralelos en Distintos

Puntos — Ejercicio 34 de la Relacion

Dos conductores fijos rectilineos y paralelos de gran longitud A y C distan entre si
10 cm. Por el conductor A circula una corriente Iy = 10 A y por el C' una corriente
I =15 A en el mismo sentido (hacia arriba). Hallar la inducciéon magnética resultante
Etotal en los siguientes puntos del plano de los conductores:

a) En un punto P; situado a 5 cm a la izquierda de A y a 15 cm de C.

b) En el punto medio P» equidistante de ambos conductores (5 cm de A y 5 cm de

Q).
¢) En un punto Ps situado a 15 cm de A y a 5 cm a la derecha de C.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

Aplicando la regla de la mano derecha a una corriente vertical hacia arriba, el campo
magnético sale del papel (©®) a la izquierda del conductor y entra al papel (®) a
la derecha del conductor.

a) En el punto P; (1 = 0,05 m a la izquierda de A, x5 = 0,15 m a la izquierda
de C): Como P, estd a la izquierda de ambos conductores, tanto B; como By tienen
el mismo sentido (salientes ®), por lo que se suman sus médulos:

poli 47w x1077-10 s poly 4w x1077-15 5

— — —4x107°T By, = = =2x107° 1T
27T, 27 - 0,05 x ’ 27 271y 27 - 0,15 x

(1.103)

Biotai(PL) =B +By = (4+2) x107° =6 x 107> T (saliente ®) (1.104)

By

b) En el punto medio P» (z; = 0,05 m a la derecha de A, 9 = 0,05 m a la
izquierda de C): Entre los dos cables, B; es entrante (®) y Bs es saliente (®). Como
tienen sentidos opuestos, sus médulos se restan:

o - 15

=4x10°T, By= 5 005 = 0% 107°T (1.105)

By = Mo 10

2m - 0,05

Biotal(P2) = Bj—By = —2x107° T — ’Etotal(P2)| =2x107°T (predomina B, salien

(1.106)

c) En el punto P; (z1 = 0,15 m a la derecha de A, 252 = 0,05 m a la derecha de

(C'): Como P; estd a la derecha de ambos conductores, tanto By como B, son entrantes
(®) y se suman:

Bi=—" — =13%x107°T By=-"" " —6x10°T 1.107
L= or 015 0~ ’ 2T 50005 (1.107)
Biotal(P3) = Bi + B, =73x107° T (entrante ®) (1.108)

te ©)

1.2.4 Flujo de Campo Magnético y Ley de Ampére
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1.2.15. Flujo de Campo Magnético ()

Definicion: Flujo Magnético y Ley de Gauss del Magnetismo

El flujo de campo magnético ®p a través de una superficie S mide la cantidad neta
de magnetismo (lineas de campo B) que atraviesa dicha superficie. Su unidad en el SI
es el Weber (Wb), donde 1 Wh =1 T - m?:

bp = / B-dS = / B cos(0) dS (si B es uniforme y S plana: &5 = B- S - c059>
S S

(1.109)
Flujo magnético a través de una superficie cerrada: Dado que no existen polos
magnéticos aislados (monopolos magnéticos) y todas las lineas de campo magnético son
curvas cerradas, el flujo magnético a través de cualquier superficie cerrada es siempre
nulo:

jfé-d§:0 (1.110)
S

1.2.16. Ley de Ampeére

Ley / Teorema: Ley de Ampére R

La circulacién del campo magnético B a lo largo de una linea cerrada C' (curva
amperiana) es directamente proporcional a la intensidad de corriente neta I que corta
o atraviesa la superficie limitada por esa linea cerrada:

j{ E : dZZ Ho - Iencer'rada (1111)
C

Ejercicio Resuelto: Calculo del Campo Magnético de un Hilo Infinito por la Ley de

Ampeéere — Ejercicio 31 de la Relacion

Calcular aplicando la Ley de Ampeére el campo magnético creado por un hilo conductor
rectilineo infinito de radio despreciable a por el que circula una corriente I, a una
distancia d de su centro.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

Aplicamos la Ley de Ampere tomando como linea cerrada una circunferencia concén-
trica con el hilo de radio d que pasa por el punto P. En todos los puntos de dicha
circunferencia:

1. Los vectores B y dl son tangentes a la circunferencia y llevan la misma direccién
y sentido (# = 0° = B -dl = B d{, producto de médulos).
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2. El médulo B es constante en toda la curva por estar todos sus puntos a la misma
distancia d del hilo, por lo que sale fuera de la integral.

3. La integral ¢ d¢ es simplemente el perimetro o longitud de la circunferencia de radio
d, que vale 27d.

Por tanto:

2md

(1.112)

7{B dﬁ—y{Bdﬁ—Bj{dé— - (21d) = pol <=

Nota adicional: Si el cable cilindrico tiene radio finito a con corriente uniformemente distribuida en

., I

su seccién (J = —) para un punto exterior (d > a) se encierra toda la corriente y Begt = %,
. 2

mientras que para un punto en el interior del cable (d < a) la corriente encerrada es Iene = I %g =1,

resultando Bint(d) = Sﬁig

1.2.5 Induccién Electromagnética: Ley de Faraday y Ley de Lenz

Se puede inducir una corriente eléctrica en una espira o circuito cerrado mediante el uso
de campos magnéticos variables en el tiempo. Cuando varia el flujo del campo magnético
®p=B-A= BAcos ¢ que atraviesa la superficie limitada por una espira, aparece en ella una
fuerza electromotriz inducida £ (f.e.m., medida en voltios [V]) que pone en movimiento
las cargas en el circuito.

Ley / Teorema: Ley de Faraday-Lenz

La fuerza electromotriz inducida £ en una espira es igual a la derivada temporal del
flujo magnético cambiada de signo (y multiplicada por N si se trata de una bobina de
N espiras):

ddp

£=—"u

dod
(1 espira), = _NTf (N espiras) (1.113)
Criterio de sentido de la Ley de Lenz: La corriente inducida se opone siempre a

la causa (variacion de flujo magnético) que la produce:

» Si el flujo magnético aumenta (A®p > 0): Aparece una f.e.m. que provoca una
corriente inducida cuyo campo magnético propio B;,q tiene sentido opuesto al
campo externo B para contrarrestar el aumento (ej. si B apunta hacia arriba y crece,
la corriente inducida gira en sentido horario vista desde arriba; si B es entrante ®
y aumenta, la corriente inducida es antihoraria).

» Si el flujo magnético disminuye (A®p < 0): Aparece una f.e.m. que provoca
una corriente inducida _Cuyo campo magnético propio Bj,g tlene el mismo sentido
que el campo externo B para oponerse a la disminucion (ej. si B apunta hacia arriba
y decrece, la corriente inducida gira en sentido antihorario vista desde arriba; si
B es entrante ® y disminuye, la corriente inducida es horaria).
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B crece A B decrece A

0]

E, Iing (horaria) &, Iing (antihoraria)

Ejercicio Resuelto: Barra Conductora Movil sobre Rail en Forma de U — Ejercicio

38 de la Relacion

Sobre un hilo conductor en forma de U como el de la figura se desplaza hacia la derecha
una barra conductora moévil PQ de longitud L = 1 m y resistencia eléctrica R =5 Q).
Dicho montaje se encuentra inmerso en un campo magnético uniforme entrante al
papel (®) de valor B = 100 Gauss (10000 Gauss = 1 T).

a) Calcular la fuerza electromotriz inducida en el circuito cuando la barra se desplaza
hacia la derecha a una velocidad constante de v =1 m/s.

b) Calcular la intensidad de corriente que pasa por la barra mévil e indicar razona-
damente el sentido de la corriente inducida.

¢) (En qué cambiaria el problema si el movimiento de la barra fuese en sentido
contrario (hacia la izquierda)?

P
B (hacia dentro, ®) ) "
X
Q

X X X

C

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

a) Fuerza electromotriz inducida: En primer lugar pasamos el campo magnético a
Teslas: B = 100 Gauss = 0,01 T. Al desplazarse la barra hacia la derecha una distancia
dl = v dt, aumenta la superficie encerrada por el circuito en dS = L -dl = L - vdt, por
lo que aumenta el flujo magnético:

d®g=B-dS=B-L-dl=DB-L-vdt (1.114)

Aplicando la Ley de Faraday:

E=fem. =——2 =_B-Lv=—(0,01T)-(I1m)(1m/s) = |E=-0,01V (€ =0,

1 V)|

(1.115)
b) Intensidad de corriente y sentido (Ley de Lenz): Como la resistencia del
circuito es R =5 2, la magnitud de la corriente inducida es:
€] 0,01V

Y ok 0,002 A =2 mA (1.116)

I=
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Como el campo externo B es entrante (®) y el flujo 5 aumenta al crecer el érea,
por la Ley de Lenz la corriente inducida debe crear un campo magnético saliente (©)
que se oponga a dicho aumento. Por la regla de la mano derecha, el sentido de la
corriente inducida es antihorario (sube por la barra de @ hacia P).

c) Movimiento en sentido contrario (hacia la izquierda): Al moverse la barra
hacia la izquierda disminuiria el area encerrada y, por tanto, disminuiria el flujo de
campo magnético entrante (A®p < 0), apareciendo una fuerza electromotriz de signo
opuesto (+0,01 V) y una corriente inducida en sentido horario (para crear campo
entrante ® que contrarreste la pérdida de flujo).

Ejercicio Resuelto: Bobina que Gira en un Campo Magnético Uniforme (Generador

Alterno) — Ejercicio 39 de la Relacién

Una bobina plana de N = 50 espiras de A = 200 cm? cada una gira alrededor de un eje
contenido en su plano con una velocidad constante de v = 300 rpm perpendicularmente
a un campo magnético uniforme de B = 0,5 T. Hallar la expresion de la fuerza
electromotriz inducida &(t).

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

1) Datos en el SI y céalculo de la velocidad angular de giro w: Tenemos
N = 50 espiras, S = A =200 cm? = 0,02 m? y B = 0,5 T. Como la bobina da 300

vueltas en un minuto (60 s), el periodo T (tiempo que tarda en dar 1 vuelta) y la

velocidad angular w = %’T son:

60 s 2w s
_ 028 = w22 4 1.11
300 vueltas 0.2s =T 0,2 Ui GRS (L.117)

2) Flujo magnético y derivacién mediante la Ley de Faraday: Al girar la
bobina, el dngulo entre el vector campo magnético B y el vector superficie S' varia con
el tiempo segin ¢(t) = wt = 10xt. El flujo que atraviesa cada espira es:

dp(t)=B-S=B-5-cos(¢) = B-S-cos(10xt) (1.118)

Derivando respecto al tiempo para las N espiras, se obtiene una senal de tensién

alterna sinusoidal:

ddp d cos(107t)
d

£t)=-NTE = _N.B.S

p = —N-B-S-(—107sin(107t)) = N-B-S-107 sin(10

(1.119)
Sustituyendo los valores numéricos (50 - 0,5 - 0,02 = 0,5):

E(t) =50-0,5-0,02- 10msin(107t) = |£(t) = 5rsin(10mt) V| (1.120)

mt)
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1.2.6 Fendémenos de Autoinduccion: Bobina o Solenoide

Ley / Teorema: Campo Magnético e Inductancia de una Bobina o Solenoide

1. Campo magnético interior de una bobina o solenoide: Aplicando la Ley de
Ampere a un solenoide de longitud L formado por N espiras o vueltas por el que
pasa una intensidad I, el campo magnético generado en su interior es uniforme y
vale:

NI
B = Hovt

N
wonl, siendo n = T el nimero de espiras por unidad de longitud
(1.121)

2. Bobina con corriente variable / alterna (Autoinduccién): Cuando por una
bobina circula una corriente que varfa con el tiempo I(t), se provoca un flujo
magnético variable en la propia bobina. Por la Ley de Lenz, esta variacion de flujo
hace que aparezca una fuerza electromotriz autoinducida (€) que se opone a las
variaciones de corriente:

» Si la corriente I estd en aumento (dI/dt > 0), la f.e.m. de la Ley de Lenz se
opone al incremento polarizando positivamente el terminal de entrada.
» Sila corriente I estd disminuyendo (dI/dt < 0), la f.e.m. invierte su polaridad

tratando de mantener la corriente.

3. Inductancia o Coeficiente de Autoinduccién (L): Es una medida de la oposicién
de un inductor o bobina a un cambio de corriente, y se define como:

_N-op

T

b
Unidad de autoinductancia: Henrio (H) = Wb (1.122)

L A

Sustituyendo el flujo de un solenoide (Pp = B - A = “OTNIA), su inductancia
geométrica es L = %.
4. Relacion entre la caida de tension y la corriente en una bobina: Derivando
N®p = LI respecto al tiempo:
d®p dl d®p dl

W—==l— = E==l—— ==

dt dt dt dt )

La caida de tensién entre los terminales a y b de la bobina (en el sentido de la
corriente I) y la energia magnética almacenada son:

I 1
V=Va-V=L%|  wz=lrrp (1.124)
dt 2
Vap = LY >0 Vo = L4 <0
/5000 /5000
ITT l ”T l

a) I en aumento: f.e.m. se opone al aumeiltp/ disminuyendo: f.e.m. invierte su signo
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Ejercicio Resuelto: F.e.m. Inducida y Autoinduccion de una Bobina — Ejercicio 37

de la Relacién
Por una bobina de N = 1000 espiras circula una corriente constante de I =5 A que
produce un flujo magnético de @5 = 10~* Wb en cada espira. Calcular:

a) El valor medio de la f.e.m. inducida si se interrumpe la corriente en At = 0,02 s.

b) La autoinduccién (inductancia L) de la bobina.

Resolucién Paso a Paso (Corregido en clase):

a) Valor medio de la f.e.m. al cortar la corriente: Si se corta la corriente pasamos
de tener un flujo inicial ®p iniciar = 10~* Wb a un flujo final nulo ® B,final = 0 Wb,
luego la variacién de flujo es A®p = ®p finat — PBiniciat = 0 — 1074 = —10~* Wh.
Aplicando la Ley de Faraday:

B L A®p  —1000-(-107* Wb) 0,1
£=fem =-N—2= 0025 = 0,02 =5V]| (1.125)
b) Autoinduccién de la bobina:
N-® 1000 - 10~* Wb
L= 5 _ 1000107 Wb _ 600 i — 20 mH (1.126)

1 5A

5 A

o055 = 9 V, obtenemos exactamente el

Comprobacién: Usando directamente |E| = L% =0,02H-
mismo resultado.

1.3 Problemas Adicionales de Examenes Oficiales de la UGR

Ejercicio Resuelto: Calculo de Campo y Potencial de Hilo Infinito — Examen

Convocatoria Oficial

Se tiene un hilo rectilineo de longitud infinita cargado uniformemente con densidad
lineal constante A = 4 x 1079 C/m.

a) Calcular el campo eléctrico a una distancia r; = 0,05 m del hilo.

b) Calcular la diferencia de potencial entre los puntos r; = 0,05 m y 72 = 0,20 m.

Hilo con A =4 nC/m

Solucion Paso a Paso:

a) Por simetria cilindrica, aplicando la Ley de Gauss a un cilindro coaxial de radio r y
longitud L:
A 2Kp)

§B-a5=B0) - (2mr1) = % — E(r) === (1.127)
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2x (9%x10% x (4x107%) 72

E = = = 144 E(ry) = 14404,
(0,05) 0.05 0.05 0V/m = E(r) 04, V/m
(1.128)
b) Diferencia de potencial integrando el campo entre 1 y 7o:
T2 A ro 0,20
_ = E(r)dr = In(=2)=72-In({ ——=) =72-In(4) = 1
V(ri) — V(rg) / (r)dr = 5= n<r1> 7 n<0’05> 72-In(4) ~ 99,81 V
(1.129)

Ejercicio Resuelto: Fuerza Magnética entre Tres Hilos Paralelos — Examen Enero

2021

Tres hilos conductores rectilineos, paralelos y muy largos estan dispuestos perpendicu-
larmente al plano XY pasando por las coordenadas x1 = —d, z2 = 0 y x3 = +d con
d = 0,10 m. Por los hilos 1 y 3 circulan corrientes I1 =5 A e Is = 5 A saliendo del
papel (-l—l%) Por el hilo central 2 circula Iy = 10 A entrando al papel (—]2‘) Determinar
la fuerza magnética por unidad de longitud sobre el hilo 2 y sobre el hilo 3.

F3 49 Fi_,9
H; (@ L1 =5 A)HQ (® I, =10 A)Hg (@ Is=5 A)
d=0,10 m d=0,10 m

Solucién Paso a Paso:
1) Fuerza neta por unidad de longitud sobre el hilo central 2 (en z = 0):

= Elhilo 1 (+k) y el hilo 2 (—k) tienen corrientes de sentidos opuestos = se repelen.
La fuerza que 1 ejerce sobre 2 apunta hacia la derecha (41):

Iy polilz~r (4 x 1077) x 5 x 104 . .
= = =+1x107*N 1.1
¢ " omd ! orx010 Lo TLIx107 N/ma o (1.130)

= El hilo 3 (+k) y el hilo 2 (—k) también tienen sentidos opuestos = se repelen. La
fuerza que 3 ejerce sobre 2 apunta hacia la izquierda (—):

F Iy, R
3Z2 - —“g;’d% = -1x10* N/m i (1.131)

Sumando ambas contribuciones, por simetria la fuerza neta sobre el hilo central 2 es
nula: . . .
FPe'*  Fi,o | F3o
e l
2) Fuerza neta por unidad de longitud sobre el hilo 3 (en = = +d):

— 0 (1.132)

» El hilo 2 (sentido contrario a distancia d = 0,10 m) repele al hilo 3 hacia la derecha
(42):
Fos  polals.

_ —4 5
7 =+ 9d 1=+1x10"" N/m1 (1.133)
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» El hilo 1 (mismo sentido a distancia 2d = 0,20 m) atrae al hilo 3 hacia la izquierda

(—2):

Fis polils (47 x 1077) x 5 x 5., . 5
S — =-025x1074N 1.134
‘ o (2d)’ orx020 7 fmi - (1.134)

Por tanto, la fuerza magnética total por unidad de longitud sobre el hilo 3 es:

Lneta
g

— = (1,00 0,25) x 10747 =40,75x 1074 N/m ; (1.135)




Tema 2

Fundamentos de Teoria de Circuitos: Corriente
Continua (DC)

2.1 Elementos Lineales de Dos Terminales: Activos y Pasivos

Un circuito eléctrico es una interconexion cerrada de elementos de dos o mas terminales a
través de los cuales puede fluir carga eléctrica. Se denominan elementos lineales de dos
terminales aquellos en los que la relaciéon matemaética entre la caida de tensién v(t) entre
sus extremos y la intensidad de corriente i(¢) que los atraviesa es directamente proporcional,
diferencial, integral o una combinacion lineal de ellas.

Atendiendo a su comportamiento energético global dentro del circuito, los elementos se
clasifican en dos grandes familias:

» Elementos activos: Son capaces de inyectar o suministrar energia eléctrica neta al
sistema a lo largo del tiempo (generadores o fuentes independientes y dependientes de
tension y de corriente).

= Elementos pasivos: No pueden generar energia por si mismos; inicamente la disipan
en forma de calor irreversible (resistencias) o la almacenan temporalmente en forma
de campo eléctrico (condensadores) o campo magnético (bobinas o inductores) para
devolverla posteriormente al circuito.

2.1.1 Potencia Eléctrica y Convenio de Signos (Pasivo vs. Activo)

La potencia eléctrica instanténea p(t) representa la velocidad con la que se transfiere,
consume o suministra energia eléctrica por unidad de tiempo. Aplicando la regla de la cadena
a partir de las definiciones de potencial (v = dW/dq) e intensidad (i = dgq/dt):

LAV AW dg e W s v
p(t) = & dgdt = w(t) - i(t) [SI: Vatio, W=1J/s =V -A] (2.1)

Para determinar sin ambigiiedad si un dipolo entre los terminales A y B (con tensién
Vap = V4 — Vp) esta absorbiendo (consumiendo) o cediendo (generando) potencia, se
emplea el criterio de signos:

41
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1
A() A(+)o—s
Vag Z Vap (| |G
B (-) B(-)
Convenio Pasivo (Receptor) Convenio Activo (C.}enerador)
I entra por el terminal + (A) I sale por el terminal + (A)

Figura 2.1: Referencia de signos pasiva (izquierda) y activa (derecha) en un elemento de dos
terminales.

Ley / Teorema: Balance de Potencias y Teorema de Tellegen

» En una resistencia: Siempre absorbe (disipa) potencia activa independiente-
mente del sentido de la corriente:

V2
PRZVR-IR:II%-R:ER>0 (2.2)

» En una fuente (criterio de signos de clase): Si la corriente I circula a través
de la fuente desde el terminal negativo (B) hacia el positivo (A, es decir, subiendo
en potencial), la potencia suministrada por la fuente al circuito es:

Pfuente = (VA - VB) : Isubiendo (23)

Si al resolver el circuito este producto resulta positivo (P; > 0), la fuente
suministra efectivamente potencia al sistema. Si resulta negativo (P; < 0),
significa que la corriente real entra por el terminal positivo y la fuente esta
absorbiendo potencia (actuando como carga o bateria en carga).

s Conservacion de la potencia: En todo circuito eléctrico cerrado se cumple en
todo instante que la potencia total suministrada por las fuentes es exactamente
igual a la potencia total disipada en las resistencias:

Z Pfuentes = Z Presistencias (24)

2.1.2 Elementos Activos: Fuentes Independientes y Dependientes

Las fuentes de tension y de intensidad son elementos activos capaces de suministrar
energia al sistema y se dividen en independientes y dependientes (o controladas).
1. Fuentes Independientes

» Fuente independiente de tension: Proporciona una diferencia de potencial fija V'
entre sus extremos, con independencia de la corriente I que circule por ella.

s Fuente independiente de intensidad: Fija el valor de la intensidad de corriente
I en toda la rama serie en la que se encuentra conectada, independientemente de la
tension que caiga entre sus bornes.

Ejemplo Explicado: Efecto de una fuente de corriente en una rama serie

En el siguiente circuito, la fuente de intensidad de 1mA estd conectada en la ra-

ma derecha en serie con las resistencias Ry y Rs. Por tanto, por R, y Rs pasa
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obligatoriamente una corriente de 1mA, sin importar los valores de las demas
ramas:
Ry
3V Ry
5V
—L: L
L
Rs3 Rs

2. Fuentes Dependientes o Controladas

Representadas mediante un simbolo romboidal, su tensién o intensidad depende proporcio-
nalmente de la caida de potencial o de la corriente en otra parte del circuito. Existen 4 tipos
fundamentales (donde A,, Ar, Ag, A; son los factores o constantes de proporcionalidad):

1. Fuente de tensién dependiente de tensiéon (VCVS): El valor de la tensién de la
fuente es proporcional a la caida de potencial v en otra parte del circuito: Vyep = Ay - v
(A, adimensional).

2. Fuente de tensiéon dependiente de intensidad (CCVS): El valor de la tensién
de la fuente es proporcional a la intensidad i que pasa por otra rama del circuito:
Viep = Ag - i (Ag en Q).

3. Fuente de intensidad dependiente de tensién (VCCS): La intensidad de la fuente
es proporcional a la caida de tensién v de otra parte del circuito: Iqep = Ag - v (Ag en
S=0Q1h).

4. Fuente de intensidad dependiente de intensidad (CCCS): La intensidad de
la fuente es proporcional a la intensidad i en otra parte del circuito: Iqep = A; -7 (A;

adimensional).
Ry Ry Ry R;
1
R2 R3 R4
Ayv l v (| |Rs Api i R
5V 3YhA
T T
Ejemplo VCVS (V = A, v) Ejemplo CCVS (V = Agr1)

Figura 2.2: Ejemplos de circuitos con fuentes controladas de tension (VCVS y CCVS) de los
apuntes de clase.

2.1.3 Elementos Pasivos: Resistencia, Condensador y Bobina
1. Resistencia (R) y Deduccion Microscépica de la Ley de Ohm

Un resistor es un elemento tal que, al aplicar una diferencia de potencial V4 — Vp entre sus
terminales, deja pasar una corriente de intensidad I directamente proporcional a la diferencia
de potencial aplicada.
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Consideremos un hilo conductor cilindrico de longitud L y area transversal S, sometido a
los potenciales V7 > V5, lo cual crea en su interior un campo eléctrico uniforme F dirigido

hacia la derecha:
E
Vi _ Vo (Vi>VWp)
N L 4

Figura 2.3: Conductor cilindrico de longitud L, secciéon Sy conductividad ¢ bajo una diferencia
de potencial V; — V5.

1. La relaciéon microscopica entre la densidad de corriente J y el campo eléctrico Eesla
Ley de Ohm local: J = ¢ - E, donde ¢ es la conductividad del material.

2. De la relacién entre campo eléctrico y potencial (E = —dV/dl), dado que AV =V, — V7,
el moédulo del campo es:

M-V ViV ViV

E—
L L L

(2.5)

3. Integrando la densidad de corriente sobre la seccién transversal S del conductor:

- I
I:/JdS:ovl Veg g5 = g=1 (2.6)
s L S

4. Despejando la caida de potencial (V3 — V3) e introduciendo la resistividad p = 1

(Q - m): 0

1L L
Vi—Va=—2I=p-] = |[Vi—-Va=R-I| con |R=p_ (2.7)
oS S

Importante / Ojo Examen: Unidades practicas en electrénica

En los problemas de circuitos es muy frecuente trabajar con tensiones en voltios (V),
resistencias en kilohmios (k2 = 103 Q) e intensidades en miliamperios (mA = 1073 A),
ya que son unidades mutuamente coherentes:

1V=1kQ x 1mA = mAz% (2.8)

2. Condensador (C)

Un condensador ideal consiste en dos armaduras conductoras préximas separadas por un
aislante (dieléctrico) perfecto. La carga ) almacenada en cualquiera de sus armaduras es
proporcional a la diferencia de potencial entre ellas:

Q=C(Va—Vp) [Capacidad C' en Faradios: 1F =1C/V] (2.9)

Aunque las cargas no pueden atravesar el aislante, un incremento de tensién Av produce
un incremento de carga almacenada AQ) = C' Av. En el limite diferencial, esta variacién
temporal de carga se traduce en una corriente eléctrica:

o AQ duc(t)
iolt) = lim Xy =C—4

(2.10)
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Propiedad fundamental: La tension entre las armaduras de un condensador no puede
variar de forma discontinua (salto brusco), sino que debe ser continua en todo instante:

vo(07) = vo(07).

3. Inductor o Bobina (L)

Una bobina de IV espiras atravesada por una corriente I genera un flujo magnético ®p
proporcional a dicha corriente. Se define la inductancia o coeficiente de autoinduccién L
(medida en Henrios, IH=1Q-s=1Wb/A) como:

_ Naog

L
I

(2.11)

Por la Ley de Faraday-Lenz, una variacion de corriente Al produce una variacién de flujo
A®p y, por tanto, una caida de tensién autoinducida entre sus extremos:

dir(t)
dt

UL<t) = VA — VB =L (2.12)

Propiedad fundamental: La intensidad de corriente que atraviesa una bobina no puede
cambiar instantaneamente: i, (07) =i7(07).

2.1.4 Asociacion de Elementos y Teorema de Kennelly (A < Y)

1. Asociacion de Resistencias y Condensadores

Elemento Asociacion en Serie Asociaciéon en Paralelo
. . 1 1 1 1 Ri1Ry )
Resist Riott = R1+ R+ + R =ttt (Ril|R=
esistencias total 11 + 12 +oet JlV Riotal 1 + Ry toet Ry ( LI R Ri+ Ry
Cond d e H C =Ci1+Co+---+C
ondensadores T G + G +- On total 1+Ce+--+ 0N
Fuentes Solo de tensién: Vigtar = > Vi Solo de intensidad: lioa = D I

Tabla 2.1: Reglas de asociacion equivalente de resistencias, condensadores y fuentes ideales.

2. Teorema de Kennelly: Transformacién Triangulo (A) < Estrella (Y)

Cuando en una red resistiva (como un puente de Wheatstone no equilibrado) las resistencias
no estan ni en serie ni en paralelo, el Teorema de Kennelly permite transformar una
configuracién en Tridngulo o Delta (A) entre tres nudos (a,b,c¢) en una configuracién
equivalente en Estrella (Y o T) y viceversa:

a
a
Ra
S 2
— R %

b ¢ b c

Ry
Red en Triangulo (A) Red en Estrella (Y)

Figura 2.4: Equivalencia entre una red en Tridngulo (A: Rj, Rg, R3) y una red en Estrella (Y:
RA; RB; RC) .
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Ley / Teorema: Férmulas de Transformacion de Kennelly

» Paso de Tridangulo (A) a Estrella (Y): Cada resistencia de la estrella es el
producto de las dos resistencias adyacentes del triangulo dividido entre la suma
de las tres resistencias del triangulo:

Ry - R3 Ri-R3 Ri- Ry

S—————— R =S——————— R = Y—_—
Ri+ Ry + Rs B = Ri+ Rs + Rs ¢ R1+R2+lzf3 |
5.13

Ra

» Paso de Estrella (Y) a Tridngulo (A): Cada resistencia del tridngulo es
la suma de los productos cruzados dos a dos de la estrella dividida entre la
resistencia de la estrella opuesta:

ARc + RpR¢

RaRp + RaRc + RpRo RARp + RaRc + RpRo
=S ; R2 = 9
R4 Rp

_ RyRp+ R

R1 R3

(2.14)

2.1.5 Elementos Reales y Comportamiento en Seiial Continua (DC)
1. Efecto de la Temperatura en Resistencias Reales
En la realidad, las resistencias, condensadores y bobinas presentan efectos parasitos y

dependen de la temperatura. El valor de una resistencia Ry a una temperatura alta Ty en
funcién de su valor Ry, a una temperatura de referencia 17, viene dado por:

Ry = Rp, [1 +a(Ty — TL)] (2.15)

donde a (K1 0 °C™!) es el coeficiente de temperatura del material.

2. Fuentes Reales de Tension y de Intensidad y Transformacion de Fuentes

s Fuente de tension real: Se modela mediante una fuente ideal Vy en serie con una
resistencia interna R;. Al conectar una carga entre A y B, la tensién en bornes cae
(Vap = Vs — IR;). Para que la fuente sea buena y la tensién varie lo minimo posible,
R; debe ser lo mas pequena posible (idealmente R; = 0).

s Fuente de intensidad real: Se modela mediante una fuente ideal I; en paralelo con
una resistencia interna R;. Para que casi toda la corriente salga hacia la carga, R; debe
ser lo mas grande posible (idealmente R; — o0).

» Transformacién de fuentes: Una fuente de tensién real (Vs, R; serie) es exactamente
equivalente entre sus terminales A y B a una fuente de corriente real (I, R; paralelo)
siempre que se cumpla:

V=1, R; — I, = % (2.16)

Ro
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— oA °A

D QL

°B

Fuente de tensién real (R; pequefia)

°B

Fuente de corriente real (R; grande)

Figura 2.5: Modelos circuitales de fuentes reales y su equivalencia (Vs = I R;).

3. Elementos en Régimen Permanente de Corriente Continua (DC)

Cuando un circuito alimentado por fuentes continuas lleva mucho tiempo funcionando,
todas las magnitudes se estabilizan (V' = cte, I = cte):

» Resistencia: Se comporta igual (V' = IR).

» Condensador: Se carga hasta una tensién constante (dV/dt =0 = I =C % =0).
Por tanto, en continua estacionaria un condensador equivale a un interruptor
abierto (circuito abierto).

» Bobina: La intensidad que pasa por ella es fija (d[/dt =0 — V = L% = 0). Por
tanto, en continua estacionaria una bobina equivale a un hilo conductor ideal
(cortocircuito).

Ejemplo Explicado: Analisis en régimen continuo estacionario con bobina y conden-

sador

Calcula la tension en el nudo A y la carga acumulada en el condensador de 5nF del
siguiente circuito cuando trabaja en corriente continua estacionaria:

1kQ 0,1H 1k

A A
5Vi ——50F 3%Q 5Vi QI 3kQ
<
Circuito original Equivalente en continua (DC)

Resolucion paso a paso:

1. En continua, sustituimos el condensador de 5nF por un circuito abierto y la
bobina de 0,1 H por un hilo conductor.

2. Referenciamos el conductor inferior a tierra (0V). Queda una tnica malla con
las resistencias de 1k y 3k(2 en serie:

5V 5
= ————=-mA=125mA
Tkt 3kn 4 mA=hoo
3. La tensi6n en el nudo A (que coincide con la tensién en bornes del condensador
y de la resistencia de 3k{2) es:
3

15
VAZI-3kQ=Z-5V:ZV:3,75V

4. La carga acumulada en el condensador es:

15
Q=C-Vy =5nF- -V = 18,75nC = 1,875 x 1078 C
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2.2 Leyes de Kirchhoff y Métodos Sistematicos de Analisis

2.2.1 Topologia de Redes y Leyes de Kirchhoff

» Nudo (o nodo): Punto de unién donde concurren dos o mas elementos. Se llama nudo
principal a aquel que conecta tres o mas ramas.

= Rama: Conjunto de elementos conectados en serie entre dos nudos principales consecu-
tivos (por todos ellos circula exactamente la misma corriente).

= Lazo: Cualquier camino cerrado dentro del circuito.

= Malla: Lazo cerrado que no contiene ningin otro lazo en su interior.

Ley / Teorema: Leyes de Kirchhoff §

1. Primera Ley de Kirchhoff (Ley de Corrientes o de Nudos, LCK):
Basada en la conservacién de la carga eléctrica, establece que en cualquier nudo
del circuito la suma algebraica de las corrientes que entran es igual a la suma de
las corrientes que salen:

N Li=)I; = i[k =0 (2.17)
k=1

entran salen

2. Segunda Ley de Kirchhoff (Ley de Tensiones o de Mallas, LTK): Basada
en el caracter conservativo del campo electrostatico, establece que la suma
algebraica de las diferencias de potencial a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada (lazo o malla) es nula:

Z Vk =0 — Z Viuentes = ZIkRk (218)

malla

2.2.2 Divisor de Tensién y Divisor de Corriente

Divisor Rf Tensién

' | A
L 1

Divisor de Corriente

I I

R
vy D I 2 I R R

L

Figura 2.6: Circuitos fundamentales de divisor de tension resistivo (izquierda) y divisor de
corriente (derecha).

= Divisor de tensién: En dos resistencias en serie alimentadas por una tensiéon total V,
la corriente comin es [ = ﬁ, por lo que la caida de tensién en cada resistencia es
proporcional a su propio valor:

Ry Ry

Vei=1 Ri=——=V, Vp=Va=Il Ry=——">1V 2.19
R1 1 Ry + Ry R2 A 2 Ry + Ry ( )
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s Divisor de corriente: En dos resistencias en paralelo alimentadas por una corriente
total I, la tensién comtn es V = Ip(Ry || R2) = It R}?ﬂ%, repartiéndose la corriente
de forma inversamente proporcional a cada resistencia:

Rg Rl
Ri+ Ry U T R+ Ry T

2.2.3 Meétodo de las Corrientes de Malla

I (2.20)

Método Sistematico: Procedimiento General del Método de Mallas

1. Asignar una corriente ficticia de malla (I, Io, ..., Iys) a cada malla independiente
del circuito (habitualmente todas en sentido horario).

2. Escribir la ecuacién de la 22 Ley de Kirchhoff para cada malla:

= En el miembro izquierdo se colocan las fuentes de tensién de la malla: con
signo positivo (+) si la corriente de malla pasa de — a + por la fuente (a
favor), y negativo (—) si pasa de + a — (en contra).

= En el miembro derecho se suman las caidas de tensién en las resistencias: la
corriente de la propia malla multiplica a la suma de todas las resistencias
de esa malla, y se restan las corrientes de las mallas vecinas multiplicadas
por la resistencia compartida.

3. Agrupar las incégnitas en forma matricial [V] = [R][I] y resolver mediante la
regla de Cramer o sustitucion. Si alguna intensidad sale negativa, significa que su
sentido fisico real es el opuesto al supuesto inicialmente.

Ejemplo Explicado: Resolucién paso a paso por el método de mallas

Determina las corrientes de malla I, Is y la corriente que atraviesa la resistencia
central Ry en el siguiente circuito con R; = 1k, Ry = 2k}, R3 = 3k, Ry = 4k,
VMi=1V, V=2V y V3=3V:

Ry

]
L 1

Ry
2

14 i(

@
D) O

Resolucion paso a paso:

1. Planteamiento de las ecuaciones de cada malla (tomando I; e I3 en sentido
horario):
Malla 1: Vi =1L R; + (Il = IQ)RQ + I1 R3
Malla 2: Vo — V3 = IosR4 + (.[2 = Il)RQ

2. Agrupacién de incégnitas y sustitucién de valores (en k2, V y mA):

V1=(R1+R2+R3)11—R212 — 1=06I1 — 2]
Vo—Va=—-Rolh + (Re+ Ryl = 2—-3=—-1=-2I1 +61,
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(=% ) )

3. Resolucién por la regla de Cramer:

En forma matricial:

1 —2‘
-1 6 -2 4 1
I = _ U = — = -mA =0,125mA

6 -2 36—-4 32 8
-2 6

'6 1

-2 -1 642 4 1

Ty = _ O = — =—-mA=-0,125mA
6 —2| 36—4 32 8
-2 6

Como I, sale negativa, su sentido fisico real es antihorario. La corriente total que
baja por Rs es:

1 1 1
Ipo=11—Ih,=—-—(—] = -mA =0,25mA
R2 1 2 3 (8) 4H1 y490 1L

2.2.4 Método de las Tensiones de Nudos

Método Sistematico: Procedimiento General del Método de Nudos

1. Identificar todos los nudos principales del circuito y elegir uno de ellos (habitual-
mente el que conecta mas ramas o fuentes de tensién) como nudo de referencia

o tierra (0V).

2. Asignar una tensién incégnita (Vg, V3, Ve, ...) a cada uno de los demas nudos
principales respecto a tierra.

3. Aplicar la 1* Ley de Kirchhoff (LCK) en cada nudo principal expresando las
corrien‘t/esvde rama en funcién de las tensiones de nudo mediante la Ley de Ohm
(Lij = ;)

Por ejemplo, en una red en puente con nudos principales a, b, ¢ y tierra d (V; =0V):

lil a
L 1 ™ G
Rg
i i() b II Il c
% L
1 d(0V)

Figura 2.7: Red en puente para plantear las ecuaciones de nudos en a, b y c.

Las ecuaciones de nudo (asumiendo todas las corrientes entrando al nudo o saliendo de él)
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son:
Vl_va Vb_Va Vc_va
Nud : =0
udo a 7 + 7 + R
Vo=V Vo=V 0=V
Nudo b : =0
udo 7 + R + R
Nudo ¢: Va_VC—I-Vb_VC-i-O_cho

(2.21)
(2.22)

(2.23)

Rs Rg Ry

Ejemplo Explicado: Otro ejemplo resuelto por nudos con fuentes flotantes en las
ramas

Resuelve por el método de nudos el circuito de la figura (con los mismos valores del
ejemplo anterior: V1 =1V, Vo =2V, V3 =3V, R; = 1kQ, Ry =2k, Ry = 3k, Ry =
4kQ):

Va
4—
F VA N\ C
N Iy
Vi i( Ry
E f J:_B D

Resoluciéon paso a paso:
1. Referenciamos a tierra el nudo principal inferior: Vz =0V.
2. Aplicamos LCK en el nudo principal superior Vy:

L=+ 14

3. Expresamos cada intensidad en funcién de Vy:

Va—0 Vy
Ry  2kQ

» En la rama izquierda: por toda la rama serie (R3, Vi, R1) circula la misma
corriente I1. Como 0 — Vg =I1Ry — Vg =-1LRs,y Vp=Vg+V =
V1 — I1 R3, entonces:

VeE—Va Vi—LR3—Vyu

s En la rama central: Iy =

Vi—Va

1-Vy

I = = — L(Ri+R3) =V

Vi = 6L =
i i A 1

= En la rama derecha: Vo = V4 4+ Vo vy Vp = 0+ Vs, por lo que:
Vo-Vp Va+Vo—-Vs3 Va+2-3 Va-1

I =] =
4 R, I 4%Q 4%

4. Sustituimos en I} = I, + I} y despejamos Vj:

R1+R3:

4kQ

1-Vy Vi Vy—1 1-Vy 1-Vaqa Vyu 1—-Vy Va
4 2+ 4 4 + 4 2 2 2

Va

1
- -V =05V
2 9

5. Conocido V4, obtenemos inmediatamente las tres corrientes:

12V 1 1-1/2 1 1/2-1 1
Y R 1= ko~ g™ 1KQ

Iy =

oo |
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2.2.5 Teorema de Thévenin y Teorema de Norton

Ley / Teorema: Teoremas de Thévenin y de Norton R

= Teorema de Thévenin: Cualquier circuito lineal complejo visto desde dos
terminales A y B puede sustituirse por una unica fuente independiente de
tension V};, conectada en serie con una resistencia equivalente Ry, donde:

1. Vi = V4 — Vi es la tensién en circuito abierto entre los terminales A y B
(desconectando la carga).

2. Ry es la resistencia equivalente vista entre A y B al anular todas las
fuentes independientes del circuito:

o Las fuentes de tension se anulan sustituyéndolas por un cortocir-
cuito (hilo conductor, V = 0).

e Las fuentes de intensidad se anulan sustituyéndolas por un circuito
abierto (interruptor abierto, I = 0).

= Teorema de Norton: El mismo circuito lineal entre A y B puede reducirse
a una unica fuente de intensidad Iy en paralelo con una resistencia Ry,
donde Ry = Ry, e Iy = I es la corriente de cortocircuito que circula de A a B
al unir ambos terminales con un cable ideal.

= Relacién entre Thévenin y Norton: Se puede pasar siempre de uno a otro

mediante:
_ _ _ Vi
Rin = Ry, Vin = In - Rn <~ Iy = — (2.24)
Rip
Equivaleﬁt}:e de Thévenin Equivalente de Norton
t

L 4 ° A

wi(D O [

° B ° B

Figura 2.8: Circuitos equivalentes de Thévenin (izquierda) y de Norton (derecha) entre los
terminales A y B.

Ejemplo Explicado: Calculo comparativo por Mallas, Thévenin y Norton

Sea el siguiente circuito con V =10V, R; = 1kQ, Ry = 5k, Rs = 1k y resistencia
de carga R4 = 1k conectada entre A y B. Calcula la tensién Vap de tres formas
distintas: (1) resolviendo el circuito completo por mallas, (2) mediante el equivalente
de Thévenin y (3) mediante el equivalente de Norton.

R =1k  Rg=1kQ

10Vi<) :ID &@z Ry =1kQ
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Meétodo 1: Resolucion directa por mallas:

10 = Il(Rl + Rg) — IsRy = 611 — 515
0=—LRy+ I3(Ry + Rs + Ry) = =511 + 713

Por Cramer (A =42 — 25 = 17):

70 50 50
I = ﬁmA IQ_IR4—T7mA - VAB:IR4 R4—7V~294V

Método 2: Mediante el Equivalente de Thévenin (quitando Ry):

Ri=1kQ R3= 1kQ

By fts
( Ry = 5kQ 1ovi<ﬁ Ry
1

Calculo de Ry, (fuente anulada) Calculo de V;;, TA-B en abierto)

» Resistencia de Thévenin: Anulando la fuente de 10V (cortocircuito), R; y Ro
quedan en paralelo y en serie con Rs:
1-5 5

11
— =1+ =1+z=—2k0
Ry, = Rz + (Ry || Ro) s +5=

» Tensién de Thévenin: Con A y B en abierto no circula corriente por Rs
(Irs = 0), luego por divisor de tension:

Ry 5 50
Vi = Va4 -V, 10V =2 2y
th= A=Y= B TRy 6 G

= Conectando R4 = 1k} al equivalente de Thévenin:

v, 50/6 50
th___ 50/ mA —> |Vag =I-Ri=2v| (OK)

I = -
Rn+ Ry 11/6+1 17 17

Método 3: Mediante el Equivalente de Norton:

. Cortocircuitando Ay B, las resistencias Ry y R3 quedan en paralelo (R | Rg =

T =2 ¢ k). La tensién en el nudo intermedio C' por divisor de tensién es:

Ry || Rs 5/6 50 Vo 50
Vo = 10V = 10=2V = Iy=1 mA
“T R+ (R | Rs) 1+5/6 11 N=MBT R T

s Al conectar Ry = 1k{) en paralelo con Ry = %kQ’ la resistencia total es

R,=Ryn || Rs= 1111/% = 11 kQ, de modo que:

Vap=1In R, = 50mA 71{9_@\/ (OK)
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2.2.6 Teorema de Maxima Transferencia de Potencia

Si se conecta una resistencia de carga variable Ry a un circuito cuyo equivalente de

2
Thévenin es (Vip, Rs), la potencia disipada en la carga es P, = IRy, = (Rt}YfRL) Ry
Py,

Derivando respecto a Ry, e igualando a cero (W = 0) se demuestra que la carga recibe
la potencia maxima posible cuando su valor coincide exactamente con la resistencia de
Thévenin:

Vih
1Ry,

Ry = Ry = Ppmax = (2.25)

2.2.7 Principio de Superposicion

El Principio de Superposicion establece que en cualquier circuito lineal con varias
fuentes independientes, la tensién o corriente en cualquier elemento es igual a la suma
algebraica de las respuestas parciales obtenidas cuando actia cada una de las fuentes
independientes por separado, anulando todas las demas (fuentes de tension en cortocircuito
y fuentes de corriente en circuito abierto).

Ejemplo Explicado: Demostracién paso a paso del Principio de Superposicion

Sea el circuito de la figura con una fuente de tensién V', una fuente de intensidad [
y dos elementos pasivos Z; y Zo. Halla la tensién en el nudo A por superposicion y
compruébalo por el método de nudos:

Z 2, 2,
V im I V i@ Z2 Z2 I
1 1

Circuito completo a) Solo fuente V (F=0) b) Solo fuente I (V =0)

1. a) Con la fuente de tensién V activa (anulamos la fuente de corriente
dejéndola en abierto): Queda un divisor de tensién entre Z; y Zs:

Z3
Vii=—=——YV
A=
2. b) Con la fuente de intensidad I activa (anulamos la fuente de tensién con
un cortocircuito): Los elementos Z; y Zs quedan en paralelo alimentados por la
corriente I:

1725
Vao=1-(Z1|| Z9) =1 ——=—
A2 (Z1 11 22) 71 + Z;
3. Sumando ambas contribuciones:
ZoV 4+ 1717y
Va=Vag +Vyg =222 T2 2122
A= vALTTA T o

4. Comprobacién directa por nudos con las dos fuentes a la vez:

LV =Va_Va
A Z3 2

Z Z
=4 — IZ4V-Vy = ;VA = (1 1 Zl> Va=IZ1+V — Vj =
2

o ZoV 4+ 17212
Z1+ 2o
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2.3 Régimen Transitorio de Primer Orden: Carga y Descarga de
un Condensador

Cuando en un circuito con condensadores o bobinas se acciona un conmutador o cambia
el valor de una fuente, el circuito pasa por un régimen transitorio hasta alcanzar su nuevo
estado estacionario.

Carga()deli ondensador Descarga dgl Condensador

—1 L |

L 1
V] vo(t) <:: C @(;gt)é: c
1

Figura 2.9: Circuitos RC de primer orden durante la carga (izquierda) y la descarga (derecha)
del condensador.
2.3.1 Deduccion de la Ecuacién de Descarga del Condensador

Supongamos que el condensador se ha cargado inicialmente a la tensién de la fuente,
de modo que en t = 0 tenemos v (0) = V, y en ese instante desconectamos la fuente y
conectamos el conjunto R-C' a tierra:

1. Para t > 0, la ecuaciéon de malla es:
0=wvc(t)+i(t) - R (2.26)

dvc(t)

2. Como la corriente es la misma que pasa por el condensador, i(t) = ic(t) = C =g,

obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden:

dvc(t
0 =wvc(t) + RC vst( ) donde es la constante de tiempo [s] (2.27)

3. Separando variables e integrando entre el instante inicial ¢ = 0 (v¢o(0) = V) y un
instante genérico t:

T

dvc (t) dvc(t)
t)

) / vt ! / Lt (2.28)
= — == .
dt e ve(0) Vol 7 Jo

In[ue(t)] ~ o [ec(0)] =~ - = In (”ﬁﬁ”) _ b ey = v e (2.29)

T

Cuanto mayor sea la resistencia R o la capacidad C', mayor serd la constante de tiempo
7 = RC y més tardard el condensador en descargarse. Se define el tiempo de caida (ts.)
como el tiempo que tarda la tensién en caer desde el 90 % (0,9V") hasta el 10% (0,1V):

tooy, = —71n(0,9) = 0,105 7, t199 = —7In(0,1) ~ 2,303 7 — ]tfau =ty — tooy & 2,27\
(2.30)

2.3.2 Deduccioén de la Ecuaciéon de Carga del Condensador

Si el condensador esté inicialmente descargado en t = 0 (vo(0) = 0) y lo conectamos a la
fuente de tensién continua V' a través de la resistencia R:
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1. La ecuacién de malla para ¢t > 0 es:

dve(t)
dt

dvc(t)
dt

V =i(t)- R+vc(t) = RC Yoelt) = V—ve(t) =7 (2.31)

2. Separando variables e integrando desde t = 0 (vo(0) = 0) hasta ¢:

/Ot_%dt:/ovc“)ﬁ—(_ﬂv — —ézln (%) —In (UC(?—V_V> (2.32)

3. Tomando exponenciales y despejando ve(t):

UC(t) -V —t/T

=T = ) -V = ~Ve T = o) =V (1-e7)| (2.33)

La corriente de carga disminuye exponencialmente: i(t) = C %Z = % e V7. Parat =T,
el condensador ha alcanzado el 63,2 % de su tensién final, y para t ~ 57 se considera
totalmente cargado (99,3 %).

ve(t) v (t)
A A
0.9% Vi
0,632V | -
- ve(t)=V(1- et/
0,1V |+ | >t
0,17 2,37 T =RC "
Curva de Descarga (tgan ~ 2,27) Curva de Carga (7 = RC)

Figura 2.10: Evolucién temporal de la tensién v (t) durante la descarga (izquierda) y la carga
(derecha) de un condensador.

Ley / Teorema: Férmula Universal de Transitorios de Primer Orden (RC y RL)

En cualquier circuito de primer orden con un tunico elemento almacenador (condensador

C con 7 = Ry, C, o bobina L con 7 = R%h), la evolucion temporal de cualquier tension

o corriente para t > 07 responde a la expresién universal:

z(t) = z(00) + [2(0F) — z(c0)] e/,  t>0% (2.34)

donde z(0") se obtiene por continuidad (ve(0h) = ve(07) 0 i (01) =i (07)) y z(c0)
es el valor en régimen estacionario para t — oo.

2.4 Ejercicios de Clase y Examenes Resueltos Paso a Paso

Ejercicio Resuelto: Asociacion de resistencias y Teorema de Kennelly (Ejercicio 3)

Calcula la resistencia equivalente R 4p entre los terminales A y B en las tres asociaciones

de resistencias de las figuras siguientes (corregidas en clase):
Apartado 1: Red en puente doble con resistencias de 5k y 15 k(2.
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5k 5k

c 6kQ
A e B
1kQ 1kQ
\,\, ! ’
K2 &

[ ] 11 k0

D "rsxo F

1) Red original en puente doble ) tites | e i Lially

Resolucion del Apartado 1:

» Aplicamos el Teorema de Kennelly (A — Y) a los dos tridngulos laterales
ACD y CBE (ambos formados por lados de 5k, 5k y 15k, cuya suma es
545415 =25kQ0):

_5-5 5-15 5-15

=2 1k, =22 3k, =22 _3x0
Fa =55 & 55 3 Ro=—p==3

s Al sustituir ambos tridngulos por sus estrellas equivalentes:

e La rama superior entre los centros de ambas estrellas tiene dos resistencias
de 3k en serie: 3 + 3 = 6 k(2.

e La rama inferior que pasa por D-F tiene tres resistencias en serie (3k) +
5kQ + 3k = 11kQ).

» Calculamos el paralelo central R, = 6k || 11k y sumamos las dos resistencias
exteriores de 1k(:

=11~ 17

Apartado 2: En el mismo puente, si los terminales de entrada son los nudos inferiores
Ay B (con una resistencia de 6k directamente conectada entre A y B,y los nudos
superiores C'y E al aire):

» Forma 1 (Asociacién serie-paralelo directa): Los lados exteriores superiores
(5kQ + 5kQ = 10k?) quedan en paralelo con las diagonales de 15k€:

10-15

=6kQ
10 + 15 0

10kQ || 15kQ =

Las dos ramas resultantes de 6 k2 quedan en serie (6 4+ 6 = 12k2) y en paralelo
con la base de 6k entre A y B:

12-6

— 12kQ || 6kQ =
Rap 16 12+ 6

= 4k()

» Forma 2 (Por Kennelly): Transformando los dos tridngulos superiores en
estrellas (1 k€2, 3k, 3k2), las puntas de 1 k2 en C'y F quedan al aire (no circula
corriente por ellas), quedando cuatro resistencias de 3k(2 en serie (3+3+3+3 =
12k€) en paralelo con la base de 6kQ: Rap = 12k || 6k = 4kQ.

Apartado 4: Red vertical entre A y B con una resistencia superior de 9k en serie
con un puente formado por un tridngulo superior (10kQ, 10k, 5kQ) y dos ramas
inferiores de 20k y 9 k:
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» Transformamos el tridngulo superior (10k€2, 10k, 5k, suma = 25k{2) en estre-
lla:

10-10 10-5 10-5
= 25 —4kQ, Rd—2—5 —QkQ, Re— T—2kﬂ

R,
» Sumando en serie: arriba queda 9k + 4k = 13kS2, y en las dos ramas paralelas
inferiores quedan (2 + 20) kQ = 22k(2 en paralelo con (2 + 9) kQ = 11 kQ:

2211 22
22k || 11kQ =~ = Tk~ 7.33kQ = [Rap = 13 + 7,33 = 20,330

Ejercicio Resuelto: Calculo de corrientes, potencias y balance energético (Ejercicio

9)

Calcula la corriente en cada rama y la potencia disipada por cada resistencia en el
circuito de la figura, sabiendo que V = 12V, R = 2kQQ y Ry, = R3 = R4 = 6KkQ.
Comprueba el balance de potencias.

R’

il A 7:1 A

12 23 2

V — Rs R3 Ry V =

| I
=

B B
Resolucion paso a paso:

1. Asociacién de las tres resistencias en paralelo (R, Rs, R4):

1 1 1 1 1

1 1 3 1
= = —:—:—kQ‘1:>-_Re:2kQ
Req R2+R3+R4 67676 6 2 1

2. Calculo de la corriente principal i; y de las corrientes de rama:

V. 12V 12V
" Ri+Rey 2kQ+2kQ 4kQ

11 3mA

La tension entre Ay B es Vap = i1 - Reg = 3mA -2k =6V. Como Ry = R3 =
Ry = 6k

1% 6V
i2:i3:i4:%f:m:1mA (se cumple LCK: 3mA =1+ 1+ 1mA)

3. Potencias disipadas y balance de potencia:

Pg:P3:P4=i2-VAB:1mA-6V:6mW
P1 =i1 'VRl =3mA-6V =18mW
Paisipada = 3 - 6 MW + 18 mW = 36 mW = Pryente = V -1 = 12V - 3mA =[36
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Ejercicio Resuelto: Analisis completo por mallas y balance de potencias (Ejercicio

10)

Calcula la corriente en cada rama y la potencia disipada por cada resistencia del
siguiente circuito con V7 =7V, Vo =5V, R =3k, Ry = 1kQ y Ry = 2k

Resoluciéon paso a paso:

1.

. Corrientes por cada resistencia:

. Calculo de potencias en resistencias y fuentes:

—~ (| )
Qe " ]

Establecemos el sentido antihorario para las corrientes de malla i; e i9
(tal como indica la figura de clase) y planteamos las ecuaciones de malla:

i31:i1+i2:3—1:2mA, iRo = 1o = —1mA, ips = 11 = 3mA

Pri = i% R1 = (2mA)? - 3kQ = 12mW
Pry = i%yRy = (—1mA)? - 1kQ = 1 mW
Pr3 = i%3R3 = (3mA)? - 2kQ = 18mW = Pigrap =12+ 1+ 18 =

Py1=Viiip =7V-3mA = 21mW, Py = Vaig =5V-2mA = 10mW = Py,

Vi+Vo=i1Rs+ (i1 +i2)R1 = Vi+ Vo= (R1+ R3)i1 + Riia = 12 = 5i; + 3io
Vo = (i1 +i2)R1 + iaRy = V2:R1i1+(R1+R2)’L‘2 = 5 =311 +4is
. Resoluciéon matricial por Cramer:
12 3 5 12
12\ (5 3\ (@ :>¢—5 4_48—15_@_3mA Z,_3 | 25-36
5] \3 4) iy 1_|53|_20—9_11_ : SRR T VR
3 4

Ejercicio Resuelto: Resolucion por nudos con fuente de intensidad y fuentes de

tension (Ejercicio 12)

Calcula el valor del potencial V3, las corrientes de rama y el balance de potencias en el
circuito de la figura, con Ry = Ry = R3 =1kQ, [1 =2mA, Vi =1V y VL =2V:
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Aav)y . B2V
Ds

O a0,

Resolucion paso a paso:

1. Referenciamos el nudo inferior C' a tierra (Vo = 0V): Automdaticamente
las fuentes de tension fijan los potenciales de los nudos superiores: V4 =1V y

Vg =2V.

2. Aplicamos la Ley de Kirchhoff de corrientes (LCK) en el nudo central
Vs:
o Va—Vs Vg—Vs V3—0 1-Vs 2-V3 Vi
N R R R3 1 1

3. Célculo de las intensidades en las resistencias y en las fuentes:

1-1 2-1

=~ = A g = ——— = 1 mA 3 =1 o = 1 mA
%y OmA, 19 ™y mA, 13 = 11 + 19 m

11
En el nudo A, como por R; van O0mA y de la fuente 7 llegan 2mA hacia la
izquierda, toda esa corriente baja entrando por el polo + de Vi (Iy; = 2mA
hacia abajo). En el nudo B, salen 2mA hacia I; y 1 mA hacia Ry, luego la fuente
V5 entrega Iyyo = 3mA hacia arriba.

4. Balance de potencias:
s En las resistencias: Pp1 = 0mW, Pro = 1V -1mA = 1mW, Pr3 =1V -
I1mA =1mW — Ptotal,R = .

» En las fuentes: Py; = —1V-2mA = —2mW (absorbe), Pyo =2V -3mA =
6mW (cede), Pri = (Va—Vg)-I1 = (1 —2)V-2mA = —2mW (absorbe)

- Ptotal,fuentes ==AF-@=2= .

Ejercicio Resuelto: Analisis de carga y equivalente de Thévenin/Norton (Ejercicio 7)

En el circuito de la figura se conocen Ry = 6k}, Ry = 12k}, R3 = R4 = Rs = Ry =
10kQ, I, =0,5mA, V1 =10V y V5, =20V:

a) Calcula la corriente que atraviesa la resistencia de carga Ry, asi como la caida
de tension entre sus extremos A y B.

b) Calcula el equivalente Thévenin y Norton del circuito entre los puntos A y B,
siendo Ry, la carga del circuito, y comprueba el resultado del apartado anterior.

3V —

Va ="
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Ry
1
| |
Vi I v
Rz RL «_
% =

A
Ry @ Rs

Resolucion paso a paso:

1. Apartado a): Como la fuente de corriente inferior fija directamente la corriente
de la malla inferior izquierda en Iy = 0,5mA (en sentido horario), para hallar Iy
basta plantear la ecuacién de la malla superior izquierda:

Vi=LR + (]1 — IQ)RL + (Il — I2)R2 = (Rl + Ry + RL)Il — (Rg + RL)IQ

Sustituyendo los valores (R1 + Ro+ Ry, = 6+ 12+ 10 = 28kQ y Ro+ Ry, = 22kQ):

21 3
10=2811 —22-0,b = 2811 =21 = I = 28 = EmA:0,75mA
La intensidad que atraviesa Ry (de A hacia B) y la caida de tensiéon V4 — Vg
son:

Ipp =1 — I, = 0,75 — 0,50 = 0,25 mA

) ’VA_VB:IRL'RL:0,25IHA-1OI

(2 =25V

2. Apartado b) Equivalente de Thévenin entre A y B (desconectando Ry):

» Tensién de Thévenin (V};): Al abrir el tramo A-B, por la resistencia
Ry no circula corriente (Ipg = 0 = Vj,q = VB), y toda la corriente
I = 0,5mA se ve obligada a subir por la malla superior pasando por R
desde Vg + 10V hacia A:

Va = (Vp+10V)—I-Ry = Vp+10—0,5mA-6kQ = Vg+7V = | Vi = Va —

V=17V

» Resistencia de Thévenin (Ry;,): Anulamos las fuentes (V4 y V5 en corto-
circuito, I en circuito abierto). Al quedar abierta la rama inferior de Io, las
resistencias R3, R4, R5 no cierran camino entre A y B, quedando tinicamente
R; v Rs en serie:

Ren = Ri + Ry = 6kQ + 12kQ = 18kQ| (IN:}‘;th:meA)
th

» Comprobacion conectando R; = 10k} al equivalente de Thévenin:

Vi TV
" Ry, +R;p 18k + 10k0

i =025mA,  Vag=0.25mA-10kQ =2,

bV

(OK)
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Ejercicio Resuelto: Equivalente de Thévenin en funcién de un parametro V; (Ejercicio

8)

Calcula el circuito equivalente de Thévenin entre los terminales A y B del siguiente
circuito en funcién de la tensién V;, sabiendo que I = 1mA, Ry = Ro = R3=1kQ y
Ry = Rs = 2k

Ry
[ | Ry, = 2kQ
Vv J_ | | oA
l R B4
o Vth:‘/i—lv____
R3 Ry Rs
°B

. A . . Equivalente Thévenin resultante
Clr?u1to original

Resolucion paso a paso:
1. Célculo de la tensién de Thévenin (Vj, = V4 — Vp):

» Como los terminales A y B estdn en circuito abierto, por la resistencia Ro
no circula corriente (/g2 = 0), de modo que el potencial en B es idéntico al
potencial en C: Vg = Vo = Vi, = Va4 — V.

» Agrupando Ry || Rs = 2kQ || 2k2 = 1k, la fuente de intensidad inferior
I = 1mA obliga a que por toda la malla exterior (Rs,V;,R1 y R4 || Rs)
circule exactamente la corriente I = 1 mA en sentido horario.

= Por tanto, partiendo del nudo C, subiendo por la fuente V; y restando la
caida en Rj:

Va—Ve=Vi-I R =Vi— (1mA)(1kQ) = |V =V, -1V

2. Calculo de la resistencia de Thévenin (Ry;,):

» Anulando la fuente de tensién V; (cortocircuito) y la fuente de intensidad I
(circuito abierto), las ramas inferiores quedan abiertas y vistas desde A y B
solo quedan en serie las resistencias R y Ra:

| Ren = By + Ry = 1kQ + 1kQ = 2kQ|

Ejercicio Resuelto: Equivalente de Thévenin mediante transformaciéon de fuentes

(Ejercicio 14)

Para el circuito de la figura (V1 =1V, Vo =3V, I} = 1mA, R} = 1kQ):
a) Calcula el equivalente de Thévenin entre los terminales A y B.
b) Calcula la caida de tensién Vo p entre los nudos C'y B.

c¢) {Qué potencia se disipa en la resistencia Ry?
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1kQ C 1kQ
V=1V I = 1mA 1:1VT V3 =1V
h=dT == T 2k0 R Q ’If
Circuito original Tras transformar (11 ]| Ry)

Resolucion paso a paso:

1. Apartado a): Transformamos el paralelo formado por la fuente de corriente
I; = 1mA y la resistencia R = 1k entre C' y B en su fuente de tensién
equivalente en serie: V3 =17 - R{ = 1mA - 1k = 1V en serie con 1k¢.

» Queda una tnica malla con resistencias en serie (14 1+ 2 = 4kQ):

1+43—-1 3

» Referenciando el cable inferior a tierra (0V):

Va=3V, VBZI.QkQZZmA-szZ%V — V;h:VA—VB:3—%:

SV=15V

» Anulando las fuentes en el circuito original (V;, V52 en cortocircuito e I; en
abierto), entre A y B quedan la rama superior (1kQ + 1kQ = 2kQ) en
paralelo con la rama inferior de 2 k{2:

Ry, = 2kQ || 2kQ = 1kQ\

2. Apartado b) Caida de tensiéon Vop: En la rama transformada entre C'y B:

3 7
Vop=Va+1-1kQ=1V+ mA - 1kQ= V=175V

3. Apartado c) Potencia disipada en la resistencia R; original: Como
Ry = 1k esta conectada directamente entre C'y B, soporta la tensién Vop = % \Y
(por ella bajan £mA):

Vég  (7/4V)? 49
R, 1kQ 16

Pr1 = mW = 3,06 mW (o en la equivalente de la malla:

Ejercicio Resuelto: Divisor capacitivo en corriente continua (Ejercicio 17)

Calcula el potencial V5 en régimen permanente de corriente continua en el circuito de
la figura, sabiendo que Vi =10V, C; = 1nF y Cy = C5 = 10nkF:

7
Vop - I = 7V
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L

Vi —_ ——C,=200F

Equivalente capacitivo en DC

Circuito RC mixto
Resolucion paso a paso:

1. En corriente continua (DC), una vez cargados los condensadores no circula
corriente por ninguna rama (/ =0). Al ser I = 0, no hay caida de tensién
en ninguna de las resistencias (Vg = I - R = 0), por lo que podemos eliminar
todas las resistencias (sustituirlas por cables ideales) para ver cémo se reparten
los 10V entre los condensadores.

2. Al hacerlo, los condensadores Cy y C3 quedan conectados en paralelo entre el
nudo V3 y tierra (0V):

Cp =C2+ C3 =10nF 4 10nF = 20nF

3. Este condensador equivalente C}, = 20nF queda en serie con C; = 1nF. Como
dos condensadores en serie almacenan exactamente la misma carga g:

qg q Cy + Cp Ci1Cp 1-20 20
10V =V, Vo= —4+— = — g=—2_10V = .10 = =1 1
TG G GG ¢ T aitG 1+20 21 "
4. Conocida la carga ¢, la tension en el nudo V5 es:
200/21 1
V2=i—M_—OVNO476V

C,  20nF

Ejercicio Resuelto: Circuitos con fuentes dependientes (Ejercicio 19, apartados a, b

y )

Calcula la tensién de salida V, en cada uno de los tres circuitos con fuentes controladas
de la figura (recuerda expresar las resistencias en ohmios cuando la ganancia de una

fuente controlada por corriente viene en V/A):
I
5mA 2k {
L

Apargdo c)

20001

Apartado a) Apartado b)

Resolucion paso a paso:
» Apartado a): Ponemos las resistencias en ohmios (3kQ + 5k = 800012) y

planteamos la ecuacién de la tinica malla en sentido horario:

12
12 + 2000 I = I, - (3000 + 5000) = 12 =60001, = I, = 5000 =2mA
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Por tanto, la tensién de salida en la resistencia de 5 k{2 es:

(Vo=1I,-5kQ=2mA - 5kQ =10V]|

» Apartado b): Planteamos la ecuacién de malla en sentido horario (2kQ2+2kQ =
4kQ) y la ecuacién de control V, = I - 2k

12-2V, = [.4kQ V=25 19 g7 4] — 12=8 — I = ;mA:1,5mA

VO:I-QkQ:gmAQkQ:SV

» Apartado c): Todos los elementos estdn en paralelo entre el nudo superior (con
potencial V,) y tierra (0V). Aplicamos LCK en el nudo superior y sustituimos

Iy = 51

v, Vo 8V Vo _ 5V, T10
SmA =L+2L+ 76 =3L+a ot~ 2 |V = 5 ~ 2V

Ejercicio Resuelto: Aplicacion del Principio de Superposicion (Ejercicio 20)

Encuentra el valor de la corriente I, que atraviesa la resistencia de 6 k{2 en el circuito
de la figura utilizando el Principio de Superposicion:

2kQ 2kQ 2k

1 —

| S| 10
I, 1, A

12 vi() Va c
12Vi<> 3% | [axo 4k 3k0 | |4k
- L
Circuito original 1) Solo fuente de 12V 2) Solo fuente de 4mA

Resolucion paso a paso:

1. Paso 1: Con la fuente de tensién de 12V activa (anulamos la fuente de
4mA dejandola en circuito abierto):

= Desde el nudo V4 hacia tierra quedan dos ramas en paralelo: la resistencia
de 4k y la serie (6kQ + 3k = 9k):

4-9 36
=4kQ || 9kQ = —— = = kQ
By I 449 13

= Por divisor de tensién con la resistencia superior de 2 k{2:

Iy

B 36/13 ., _ 432
IRy

— =~ 697V

12v=_—"1"_ .19
2+ 36/13 62

Va

» Como la corriente I, estd definida hacia la derecha (hacia V4) y por la
rama serie de 9k la corriente va de V4 a tierra:

. 0=Vy 697V

C 6kQ+3kQ 9kQ

ol ~ —0,77mA
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2. Paso 2: Con la fuente de intensidad de 4mA activa (cortocircuitamos la
fuente de 12V a tierra):

» Al quedar el terminal izquierdo puesto a tierra (0V), las resistencias de 4k
y 2k quedan en paralelo entre el nudo C'y tierra:
4-2

4
4kQ || 2kQ = —= = k0
112 3

» Esta combinacién queda en serie con la resistencia de 6k (6 + % = 23—2 kQ)
y todo ello en paralelo con la resistencia de 3 k2:

W F.24 g
Rega =3kQ | == kQ = 3=k
3 3+§ 31

s La tensién en el nudo A y la corriente I, son:

22 1 12
VA:4mA-ﬁkQ:§Vm2,84V = [ = Va —%—

22 - — a7
31 5 k2 22/3 31

mA = 0,

(Nota: Si en el cdlculo intermedio se tomase V4 = 8,51V como aparece
anotado en el cuaderno manuscrito, saldria I,o = 1,16 mA = I, 1pa =
—0,77 + 1,16 = 0,39mA; con el valor exacto Vy = % V, resulta I, tota1 =
A+ 2= _12pA~ —0,387mA).

387 mA

Ejercicio Resuelto: Problema Completo de Examen 2019: Mallas, Nudos y Balance

de Potencias

En el circuito de examen de la figura, calcula todas las intensidades de malla y de
rama, los potenciales de todos los nudos (V4, Vg, Vi, Vp, Vi), las caidas de tensién en
las cinco resistencias y el balance completo de potencias entre resistencias y fuentes:

R =100
L

A
100V LC
D

Resolucion paso a paso:

1. Planteamiento por el método de mallas (con supermalla inferior):
Asignamos I, I, I3 en sentido horario y llamamos V, = Vg — 0 a la tensién en
bornes de la fuente de intensidad de 5 A:

Malla 1 (superior): 0= (10 + 3+ 2)I; — 3 — 23 = 0 = 15I; — 31, — 2I;
(2.35)
Malla 2 (izquierda): 100 = —3I; + (3+6)Io + V, = =311 + 912 + V,, (2.36)
Malla 3 (derecha): —50=—2I1+ (2+4)[z—V,=-21+6[3—-V, (2.37)
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2. Eliminacién de V, (ecuacién de la supermalla) y relacién de la fuente
de corriente:

» Sumando (2.36) y (2.37):
50 = —5I + 9L + 613 =3 150 = —1511 + 271, + 1815

» Sumaéndole la ecuacién (2.35) (0 = 1511 — 31y — 213) desaparece I:

150 = 241, + 1613
» Ademés, en la rama central la fuente de 5 A impone directamente:
Is—Ihb=5 = I3=5+4+1
= Sustituyendo I3 = 5 + Is:

150 = 2415 + 16(5 + ) = 40I, + 80 = 40, =70 = [, = 1,75 A

3(1,75) +2(6,75) 18,75
15 15

Is=5+175=6,75A

, L= =1,25A

3. Intensidades y caidas de tensién en cada resistencia:

Im=L=125A
Ipp=I—I; =1,75—1,25 = 0,50 A
Ins=I3— I, =6,75—125=550A
Ipa=I=175A
Ips = I3 =6,75A

Vi =1,25-10=125V
Vre=050-3=15V
Vrs =5,50-2=11,0V
Vre=1,75-6 =105V
Vs = 6,75-4 =270V

Ll

4. Tensiones absolutas en todos los nudos respecto a tierra (0V):

Vp=-10,5V, V4=895V, V=880V, Vg=270V, Voc=770V

5. Balance completo de potencias:

= Potencia disipada en las resistencias:

Pri =12,5-1,25 = 15,625W, Pgo=1,5-05=0,75W, Pgs=11-505=¢

0,5W

Pry=10,5-1,75 = 18,375 W, Pgs = 27-6,75 = 182,25 W —> | PR otal = 2

775 W

s Potencia suministrada por las fuentes:
Py =100V - I, =100- 1,75 =175 W  (cede)
Pyy=—-50V I3 =-50-6,75 = —337,5W (absorbe, pues I3 entra por el
Pri=Vp-5A =88V -5A=440W (cede)
= | Protal = 175 — 3375 + 440 = 277,5W| (Se cumple Pritotal = Prytotal

J
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Tema 3

Fundamentos de Teoria de Circuitos: Corriente
Alterna (AC)

3.1 Seiiales Alternas Sinusoidales y Representaciéon Fasorial

En este tema estudiamos la resolucién de circuitos excitados por fuentes de sefial variable en
el tiempo en régimen permanente sinusoidal. Las sefiales mas empleadas en electrotecnia,
electrénica y telecomunicaciones son las ondas periddicas senoidales (seno o coseno de periodo
27 radianes).

3.1.1 Caracterizacion de una Senal Periddica Senoidal

Una magnitud eléctrica alterna sinusoidal (tensién o intensidad) se expresa en funcién del
tiempo como:
x(t) = Xy, cos(wt + @) (3.1)

< N
A (4

Periodo T' = Q—W =
w

N

Figura 3.1: Representacién temporal de una onda periédica cosenoidal z(t) = X, cos(wt + ¢)
adelantada un tiempo t'.

Sus parametros caracteristicos fundamentales son:

» Amplitud o valor méximo (X,,): Valor de pico que alcanza la sefial. El valor pico a
pico es X, = 2X,,.

» Periodo (T'): Tiempo que tarda la senal en repetirse integramente (s).

» Frecuencia lineal (f): Numero de ciclos completos por segundo:

Fo % [SI: Hercio, Hz =s7'] (3.2)
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» Frecuencia angular o pulsacién (w): Velocidad de variacién angular en radianes
por segundo:

wl'=21 = w= 2% =2nf [rad/s] (3.3)

» Fase inicial en el origen (¢): Representa la fraccion del periodo en la cual la senal
estd desplazada (adelantada si ¢ > 0 o retrasada si ¢ < 0) respecto al origen de tiempos

t = 0. Si el primer méximo ocurre un tiempo ¢ antes del origen (t = —t'), se verifica:
t 10}
o=w T 27 (34)

» Valor eficaz 0 RMS (Xer 0 Xrms): Es el valor de una corriente continua que disiparia
la misma potencia media sobre una resistencia pura. Para una senal sinusoidal pura:

X —,/1/Tx2(t)dt—Xm~0707X (3.5)
ef = T 0 _\/5’\" ) m .

Importante / Ojo Examen: Identidades trigonométricas para unificar senos y cosenos

Para operar con fasores en un mismo circuito, todas las fuentes deben estar expre-
sadas con la misma funcidén trigonométrica (habitualmente coseno). Recuerda
las relaciones de conversion:

s

sin(a) = cos <a - 5) = cos(a — 90°), —sin(a) = cos <a + %) = cos(a + 90°)
(3.6)

3.1.2 Repaso de Nimeros Complejos para Circuitos AC

A la hora de trabajar en corriente alterna no operamos resolviendo ecuaciones diferenciales
con funciones senoidales en el tiempo, sino con sus fasores asociados, que son nimeros
complejos Z con parte real a y parte imaginaria b (en electrotecnia se emplea la letra
j =+/—1, con j2 = —1, para no confundirla con la intensidad 7).

1. Las 4 Formas de Expresar un Nimero Complejo

Z=a+jb= (ab) = rel? = rZ 3.7
j (a, b) re? @ (3.7)

~—— v
Binomial  Cartesiana  Exponencial (Euler)  polar (Médulo y Fase)

Eje Imaginario

Z1:a+jb

> Eje Real

|

w
of-----e
.

—4¢7Z3 = —j4

Figura 3.2: Representacion en el plano complejo de Argand (izquierda) y relacién polar-
binomial (derecha).
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Ley / Teorema: Conversion entre Forma Binomial y Forma Polar R

» Paso de Binomial (a + jb) a Polar (rZy):

arctan (—> sia>D0
Médulo: r = |Z| = Va? + b2, Fase: ¢ = Z
arctan (;) +7 (0o +180°) sia<D
(3.8)

» Paso de Polar (rZy) a Binomial (a + jb):

a = T1cosp, b=rsing = Z=rcosp+jrsing (3.9)

Ejemplo Explicado: Paso de binomial a polar en el segundo cuadrante (a < 0)

Dado el namero complejo Z = —3 + 434, halla su expresién en forma polar:

» Médulo: r = |Z] = /(—3)? + 42 =9+ 16 = /25 = 5.

» Fase: Como la parte real es negativa (a = —3 < 0, segundo cuadrante), debemos
sumar 7rad (180°) al resultado de la calculadora:

4
¢ = arctan (—3) +180° = —53,13° + 180° = 126,87° = |Z = 5/126,87°

2. Conjugado y Operaciones con Niimeros Complejos

» Complejo conjugado (Z*): Es el mismo niimero complejo pero con la parte imaginaria
(o el angulo de fase) cambiada de signo: si Z = a + jb = rZp, entonces Z* = a — jb =
r/ — . Se cumple siempre que el producto de un complejo por su conjugado es un
numero real puro igual al cuadrado de su médulo:

Z-7* = (a+ jb)(a— jb) = a® — j?b* = a®> + b* = |Z|? (3.10)
» Suma y resta (més sencillas en forma binomial):
Z,+7Zy=(a+jb)x(c+jd)=(aLtc)+j(bLd) (3.11)
» Multiplicacién (més sencilla en forma polar o exponencial):
Zy - Zy = (r12¢1) - (raZipa) = (r1ra) Z(o1 + p2) = rarg e (91192) (3.12)
En forma binomial: (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(ad + bc).

» Divisién (en forma polar se dividen médulos y se restan fases; en forma binomial se
multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador):

Z, rZer (a+ jb)(c— jd) (ac-l—bd) ‘ (bc—ad)
= _ = -/ — = = - N
Zy rolps T (p1 = ¢2) 2+ d? 2+ d? 2+ d? (3:.13)

3.1.3 El Fasor, la Impedancia Compleja (Z) y la Admitancia (Y)

Un fasor es el nimero complejo cuyo médulo es la amplitud (V;,, o I,,) y cuyo argumento
es la fase en el origen (¢) de una senal alterna sinusoidal de pulsacién w:

v(t) = Viypcos(wt + @) +— V=V, Ldp=V;pel? =V cos¢ 4 j Vi sing (3.14)



72 CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DE TEORIA DE CIRCUITOS: CORRIENTE ALTERNA (AC)

Definicion: Impedancia (Z) y Admitancia (Y)

» La impedancia compleja Z de un elemento pasivo es el cociente entre el fasor
de tension V en sus extremos y el fasor de intensidad I que lo atraviesa (Ley de
Ohm generalizada en CA):

Z:¥:R+jX: Z|20| Q] (3.15)

donde R = Re(Z) es la parte resistiva (resistencia) y X = Im(Z) es la parte
reactiva (reactancia).

s La admitancia compleja Y es la inversa de la impedancia:

I

1 I . : o1
Y = 7=V =G+ jB [Siemens, S = Q7] (3.16)

3.1.4 Relacion Tension-Intensidad en los Elementos Pasivos en CA

1. Resistencia ideal (R):

1
Zr=R=RZ0°, Yi= ) (3.17)

Si Ip = I,,Z¢, entonces Vi = IrZr = (I[,,R)Z(¢ + 0°). En una resistencia, la
tensién y la intensidad tienen exactamente la misma fase (estdn en fase): si
ig(t) = I, cos(wt + @), entonces vr(t) = I, R cos(wt + ¢).

2. Condensador ideal (C):

1 - 1
Ze=—=—"=—/-90° Yo = jwC 3.18
“TGwC T wC Wl ’ ¢ =g (3.18)
Si I = 1,,4¢, entonces Vo = IpZc = i—’éé(qﬁ —90°). En un condensador, la tensién
va retrasada 90° (7w/2rad) respecto a la intensidad (o equivalentemente, la
intensidad adelanta 7/2rad a la tension): si vo(t) = Vi, cos(wt + ¢), entonces ic(t) =

VinCwcos (wt + ¢+ 5).
3. Bobina o inductor ideal (L):
. 1 —J
Z; =jwL =wL/ ° Y, =—=— 1

L = jw wLZ +90°, L Gl wl (3.19)
Si Iy = I, Z¢, entonces Vi =171 = (wLl;,)Z(¢ 4+ 90°). En una bobina, la tensién
va adelantada 90° (7/2rad) respecto a la intensidad: si iy (t) = I,,, cos(wt + ¢),
entonces vy, (t) = I;pwL cos (wt + ¢ + 7).

Img Img Img
\% Ic A%
R fe Ve L 1,
Ir
¢ Real Real Real
Resistencia (en fase) Condensador (V¢ retrasa 90°) Bobina (V; adelanta 90°)

Figura 3.3: Diagramas fasoriales de tensién e intensidad en una resistencia, un condensador y
una bobina.
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3.1.5 Analisis Completo del Circuito RC Serie en CA

Al trabajar con impedancias complejas es como si todos los elementos fueran resistivos y
cumplen la Ley de Ohm y todas las reglas de asociacién serie/paralelo, divisores, Kirchhoff,
Mallas, Nudos, Superposicién, Thévenin y Norton. Analicemos en detalle el circuito RC serie
excitado por vs(t) = |Vg| cos(wt + ¢) (Vs = |V|Ze):

R

—1__
V5® :}Cé:c

Figura 3.4: Circuito RC en serie excitado por una fuente alterna sinusoidal Vg = |V4|Z¢.

1. Ecuacién de malla e intensidad fasorial: Con Zr = Ry Z¢ = ]U%C

1 1 —I—ijR> JjwC
V. =1(Z Zo)=1 — ) =1 —— I=——7—V, (32
(Zr+Zc) <R + ij> ( JjwC — 1+ jwCR (3:20)

2. Caida de tensién en el condensador (V¢):

JwC'Vy 1 1
Ve=1 7= . = V, 3.21
¢ “ T 1+ jwCR jwC 1+ jwCR (3:21)
Racionalizando (multiplicando arriba y abajo por el conjugado 1 — jwCR):
V(1 — jwCR V, .
(1= jwCR) (1 - jwCR) (3.22)

V = =
“ 7 1+ jwCR)(1 - jwCR) 1+ (wCR)2

3. Médulo, fase y expresion en el dominio del tiempo:

_ V| _ _ V|
’VC‘ = m, Yo = (b—arctan(wCR) - VC = ml@—amtan(w(ﬂ%))
(3.23)
Pasando al dominio del tiempo:
vo(t) = ol cos [wt + ¢ — arctan(wCR)] (3.24)
V1+ (wCR)?

3.2 Funcion de Transferencia, Diagramas de Bode y Filtros Pasivos

3.2.1 Funcién de Transferencia T(w) y Frecuencia de Corte wy

Definicién: Funcién de Transferencia y Frecuencia de Corte

» La funcién de transferencia T(w) (o H(jw)) es la relacién entre el fasor de
tension de salida V,(w) y el fasor de tensién de entrada V;(w) en funcién de la
frecuencia angular w:

T(w) = w2n = |T(w)| LFase{T(w)} (3.25)
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» La frecuencia de corte wy (0 w,) es aquella frecuencia angular para la cual el

moédulo de la funcién de transferencia cae a % ~ 0,707 de su valor maximo (lo

que equivale a una caida de —3dB en amplitud o a la mitad de la potencia):

1
~ 0,707 | T|max (En un filtro RC: |{wyg = —=|, En un filtrd

RC
(3.26)

|T|méx

’T(OJ[))| = \@

3.2.2 Diagramas de Bode de Amplitud y de Fase

El Diagrama de Bode sirve para analizar y representar graficamente el comportamiento
en frecuencia de un circuito mediante dos graficas frente a log;,(w) (o poniendo el eje w en

escala logaritmica, donde cada década multiplica la frecuencia por 10, p. ej. de 100Hz a
1000 Hz):

1. Diagrama de Bode de amplitud: Representa la ganancia en decibelios (dB),
definida como:

IT(w)lag = 20log;o [T(w)|  [dB] (3.27)

2. Diagrama de Bode de fase: Representa el desfase Fase{T(w)} (en radianes o grados)
frente a log;g(w).

3.2.3 Filtro RC Paso Bajo (Salida en el Condensador: V, = V)

Tomando como salida la tensién en el condensador (V, = V) y como entrada la fuente
(Vi=V,), con wy = 5

T(w)

- ! = 1 1 w
Z(— t C)V)= —— /| — t
1+ jwRC [+ (WRC)? ( — arctan(wRC)) T (@/an)? ( arctan wo)
(3.28)

» Para frecuencias bajas (w < wp): [T(w)] = 1 = 20log;y(1) = 0dB, y
Fase{T(w)} ~ —arctan(0) = Orad. Por tanto, para frecuencias bajas la senal de
salida v,(t) y la de entrada v;(t) tienen la misma amplitud y la misma fase (pasan
sin atenuacion).

» En la frecuencia de corte (w = wp = %): IT (wo)| = % ~ 0,707 = 20log;(1/V2)

—3dB, y Fase{T(wo)} = —arctan(l) = —F rad = —45°.

» Para frecuencias altas (w > wp): |[T(w)| = “L = 20log;y (), que cae con una
pendiente asintética de —20dB/década, y Fase{T(w)} ~ —arctan(co) = —5rad =
—90°. A altas frecuencias la amplitud de salida es mucho menor que la de entrada y va
retrasada /2.

RL:

wo =

=y
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R 20log |T(w)| [dB] Fase{T(w)}
V,
V; —
Filtro RC Paso Bajo Bode de Amplitud Bode de Fase

Figura 3.5: Esquema y diagramas de Bode de amplitud y fase del filtro RC paso bajo
(wo = 1/(RC)).

3.2.4 Filtro RC Paso Alto (Salida en la Resistencia: V, = V)

Intercambiando la posicién del condensador y la resistencia (tomando V, = Vg):

R jwRC wRC <7r >
T(w) = = - = /| = — arctan(wRC 3.29
(w) R—|—ju+c 1+ jwRC  \/1+ (wRC)2 2 ( ) ( )
C 201og | T (w)| [dB] Fase{T(w)}
V, A

logw +% ~

Vi R +% 777777 )
w‘o > logw

Filtro RC Paso Alto Bode de Amplitud Bode de Fase

Figura 3.6: Esquema y diagramas de Bode de amplitud y fase del filtro RC paso alto
(wo = 1/(RQC)).

Tipo de Filtro Salida V, Funcién T(w) Frec. corte wy Limites (w—0 / w — o)

RC Paso Bajo En C m R_IC’ |T(0)] =1, |T(c0)| =0
RC Paso Alto  En R % R_lc IT(0)] = 0, [T(s0)| = 1
RL Paso Bajo En R %ﬁ]wL % |T(0)] =1, |T(c0)| =0
RL Paso Alto  En L #jﬁ@ % IT(0)] = 0, |T(c0)| = 1

Tabla 3.1: Cuadro comparativo de los cuatro filtros pasivos de primer orden.

3.3 Potencia en Corriente Alterna

Importante / Ojo Examen: Regla Fundamental para la Potencia en CA

Para calcular la potencia instantanea en corriente alterna debemos usar siempre
las expresiones de tension e intensidad en el dominio del tiempo:

p(t) = o(t) - i(t) (3.30)
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No se pueden multiplicar directamente los fasores V -1 sin conjugar, ya que
el producto directo de dos fasores no coincide con el fasor ni con el valor medio de la
potencia.

3.3.1 Potencia Instantanea, Potencia Activa (Media) y Potencia Reactiva

Sean la tension y la intensidad en un dipolo:
v(t) = Vi, cos(wt + 0,), i(t) = L, cos(wt + 6;) (3.31)

Aplicando la identidad trigonométrica del producto de cosenos cos A-cos B = % [cos(A+ B)+
cos(A — B)], la potencia instantanea resulta:

Vin 1,
p(t) = Vi cos(wt + 0,) - Iy, cos(wt + ;) = —=-" [ cos(2wt + 0, + 6;) + cos(0, — 6;) }
Potencia reactiva Potencia activa
o fluctuante (media nula) (constante)
(3.32)

Al promediar a lo largo de un periodo completo T, el término cosenoidal de frecuencia
doble 2w tiene media nula, por lo que la potencia media o potencia activa es:

Vin 1,
Pmedia:P: L

cos(0y — 0;) = Vg Lef cos [Vatio, W] (3.33)

donde ¢ = 60, — 6; es el angulo de desfase entre tensiéon e intensidad y fp = cos ¢ es el factor
de potencia.

Vinlm _

» En una resistencia pura (0, = 0; = ¢ =0°):cos(0°) =1 = Pr= "2

3I2R > 0.

» En una bobina o condensador ideal (0, — 0; = £90° = £7): cos(£7/2) =0 —

’PLmedia = Pc media = 0W ‘ Los elementos reactivos puros no disipan potencia media:

la absorben durante un cuarto de ciclo y la devuelven integramente en el siguiente.

En ingenieria eléctrica se definen ademaés la potencia reactiva ) = % sin(0, — 0;) =
Vetlorsin ¢ [VAr] y la potencia aparente S = % = Vetler = v/ P? + Q? [V A], que forman
el triAngulo de potencias:

SV A] B
v comp ___ P, Q Q1 = Ssin p [VATr]
4
P = Scosp W]

Compensacién con C en paralelo

Tridngulo de Potencias (S? = P? + Q%)

Figura 3.7: Compensacion del factor de potencia en una carga inductiva y tridngulo de
potencias.

3.4 Ejemplos y Ejercicios de Clase Resueltos Paso a Paso
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Ejemplo Explicado: Analisis completo de un circuito RLC serie (pag. 65)

En el circuito RLC en serie de la figura, la fuente de tensién alterna tiene una amplitud
de 100V, frecuencia f = 79,6 Hz y fase inicial nula, siendo R = 1002, L = 1H y
C = 5pF. Calcula las expresiones temporales de la intensidad i(t) y de las caidas de
tensién en cada elemento: vg(t), vr(t) y vo(t).

R=100Q L=1H

— F——

100V, 79,6 Hz@ 3 —_—C=5pF

Resolucion paso a paso:

1. Célculo de la pulsaciéon w y expresion temporal de la fuente:

w=2nf=2r-79,6Hz = 500rad/s = v(t) = 100 cos(500t 4+ 0) V

2. Impedancias de cada elemento y su equivalente serie en forma binomial
y polar:

Zr = 1009Q = 10020°Q
1 —J
~ jwC " 500-5x 106
Zr = jwL = j500- 1 = 5000 = 500£90° Q
Zeg=Zg + Z1 + Zo = 100 + 500 — j400 = (100 + §100) ©

Zc = —75400 2 = 400Z£ — 90°

Pasando Z., a forma polar:
100 o
|Zeg| = V1002 + 1002 = 141,492, fase = arctan T 45° = Zeq = 141,444

3. Fasor de la fuente e intensidad de la malla:

5°Q

vV 100£0°
Zeg 141,4/45°

V =100£0°V = I= = 0,707/—45° A = |i(t) = 0,707 cos

500t — —

) A

4. Caidas de tensién en cada elemento (en fasor y en el dominio del
tiempo):

» Resistencia: Vp =1-Zr = (0,707£ — 45°) - (100£0°) = 70,74 — 45° V

vr(t) = 70,7 cos <500t - Z) v

» Bobina: V; =1-Z; = (0,707£ — 45°) - (500£90°) = 353,5/45° V

vr(t) = 353,5 cos <500t + D \%

» Condensador: Vi =1-Z¢ = (0,707£—45°)-(400£—90°) = 282,8/—135°V

3
vo(t) = 282,8 cos (500t - I) \%
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Ejemplo Explicado: Calculo de potencias instantaneas y medias con dos fuentes (pag.

66)

En el circuito de la figura se tienen dos fuentes vi(t) = 8cos(wt)V y wva(t) =
6 cos (wt + %) V con w = 200rad/s, una resistencia R = 600 y una bobina L = 4 H.
Calcula la corriente i(t) y las potencias instantdneas y medias en ambas fuentes y en
la resistencia.

600 ©2

v1 () 9 -

Resolucion paso a paso:

1. Impedancias y fasores de las fuentes:

Zr=600Q,  Zp=jwL=;200-4= ;8000
Vi =8/0°=8+3j0V, Vy=6490°=j6V

2. Ecuacion de malla por LTK:
8 —j6

o=
600 + j800  ’

V1—-Vy=1(Zr+Z;) = 8—36 =I(600+;800) — 1

Pasando al dominio del tiempo:

i(t) = 0,01 cos <wt - g) A

3. Calculo de potencias instantaneas y medias:

s Fuente 1:
0,08

Py1 media = 0,04 cos (%) —0W

» Fuente 2 (la corriente i(¢) entra por el terminal positivo de v, luego lleva
signo menos):

2

Como cos(m) = —1:

Py2 media = —0,03 - (—=1) = +0,03W | (suministra 30 mW)

» Resistencia (vg(t) = R - i(t) = 6 cos(wt — 7/2) V):

0,01/-90° A

py1(t) = vi(t)-i(t) = 8cos(wt)-0,01 cos <wt — g) =5 [cos (2wt — g) + cos (zﬂ W

pyva(t) = —va(t)-i(t) = —6 cos (wt + g>-0,01 cos (wt - E) = —@ [ cos(2wt)H+cos(m)] W

~6-0,01

pr(t) = vr(t)-i(t)

[ cos(2wt — 7)+cos(0)] W = | PR media = 0,03 W
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Ejercicio Resuelto: Ejercicios cortos de fasores e identificacion de elementos (Ejercicios

4, 8,9y 10)

1. Ejercicio 4: ;Cudl es el valor mdzimo y el periodo de la onda v(t) =
100sin(377t) V¢

» Valor méximo (amplitud): V;,, =100V | (valor cuando el seno vale 1).
» Periodo: Como w = 377rad/s:

2 2w rad

r= w 377rad/s

~ 0,0167s = 16,7 ms

2. Ejercicio 8: La corriente que atraviesa un condensador de C = 50nF es i(t) =
2sin(1000t) A. 4Cudl es el valor del voltaje instantdneo vc(t)?

» La frecuencia angular es w = 1000rad/s, por lo que la impedancia del
condensador vale:

1 —J
~ jwC  1000-50 x 106

Zc —j20Q = 20 — 90° Q)

s Tomando el fasor de intensidad en base seno I = 2£0° A, aplicamos la Ley
de Ohm:

Vo = To-Ze = (2£0°)-(20£—90°) = 40/—90°V —> | ve(t) = 40 sin (1000t-

3. Ejercicio 9: La diferencia de potencial entre los extremos de un elemento pasivo
es v(t) = 100sin (377t + §) V y su corriente es i(t) = 4sin (377t — %) A. ;De
qué elemento se trata y cudl es su valor?

» Los fasores son V =1004(7/9)V e I = 4/(—77/18) A. Su impedancia es:

Vv 100 T T 97 ™
Z=—~ =2/ (T (V) 2o/ (E) =25, 0 = 44250
I~ 4 (9 ( 18)> g (18) b5 =472

» Como el desfase es +7/2 (+90°, la intensidad va retrasada m/2 respecto a
la tensién), se trata de una bobina de inductancia:

254

L=25Q L=—"-—
“ o= 377rad/s

= 0,0663 H = 66,3 mH

4. Ejercicio 10: La diferencia de potencial entre los extremos de un elemento es
v(t) = 200sin (314t — f5) V e i(t) = 20sin (314t — 75) A. ;De qué elemento se
trata y cudl es su valor?

» Calculamos la impedancia dividiendo los fasores V = 2004(—n/18)V e
I=204(—7n/18) A:

VvV 200 s T
I 20 < 18 < 18)> 00 0

» Como la tension y la intensidad estédn exactamente en fase (¢ = 0°), se

trata de una resistencia pura de valor | R = 109 |.
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Ejercicio Resuelto: Analisis de un circuito RL en serie (Ejercicio 13)

Una resistencia de R = 4() estd conectada en serie con una bobina de L = 7,96 mH y
una fuente de tension alterna de 110V de amplitud y frecuencia f = 60 Hz. Calcula la
impedancia equivalente, la intensidad i(t) y las tensiones vg(t) y vr(t).

R=4Q

110V, 60 Hz 9 L =7,96mH

Resolucion paso a paso:

1. Frecuencia angular y fasor de la fuente:

w=2rf=2160Hz =377rad/s = vs(t) = 110cos(377t) V +— V, =110£0°V

2. Impedancias e impedancia equivalente serie:

Zp=4/0°Q,  Zp=jwL = j(377)(7,96 x 1073) = j3Q = 390° Q)

. 3 =
Zeg=Zr+Zr = (4+33)Q = V424 32Larctan (Z) =15/36,87° Q

3. Intensidad del circuito:

Vi 110£0°

I=—2=_"—"""_
Zeq 523637

=22/~ 36,87° A = |i(t) = 22 cos <377t - 36’877T>

180

4. Tensiones en la resistencia y en la bobina:

36,87
Vep=1-Zp= (224 —36,87°)-(4£0°) = 88/ — 36,87°V = |vg(t) = 88 cos (37't - 1,807r>
) ) . 53,137
Vi =T = (22£ - 3687°) - (3/90°) = 6653,13°V — | vy (t) = 66cos (377t 1 2T ) v

J

Ejercicio Resuelto: Red serie-paralelo alimentada por fuente de corriente (Ejercicio

15)

En el circuito de la figura, la fuente de corriente proporciona una intensidad i,(t) =
8cos(200000t) A, siendo Ry = 109, Ry = 6Q, L = 40pnH y C = 1pF. Calcula la
diferencia de potencial v4p(t) entre los extremos de la fuente y las intensidades que
pasan por cada elemento.

is(t) @ Ry —__C

Resolucion paso a paso:
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1. Fasor de corriente e impedancias individuales (w = 2 x 10° rad/s):
I, =840° = (8+j0)A, Zm =100, Zp =60
Zr = jwLl = (2 x 10°)(40 x 107%) = j8Q = 890° N
_j _J . o
Ze=—=———"+——=—350=5/-90°Q
€=uC " zxim.106 A=
2. Asociacion de impedancias:
» Rama central en serie: Zs = Zpo + Zy, = (6 + j8) (2.
s Paralelo de Ry con C:
10-(—j5) —j50(10+ j5) 250 — 5500 ‘
p1 = Zm || Zo = <52 100 + 25 125 (2=34)
» Impedancia total equivalente Z¢y = Zy; || Zs:
2 —34)(6 + 38 44 — 38 11 —-392)(2 -3 20 — 515
Z@qz( jH(6+48) 8 _ (11-42)2—-j) _ j _[a-pe]

(2—j4)+(6+48)  8+j4 441 5

3. Diferencia de potencial entre los extremos de la fuente (V 45):

36,87
Vap =1sZeg =8-(4—33) = (32—424) V = 40£-36,87°V = |vap(t) = 40 cos (2 105t — 1’807r>
4. Intensidades por cada una de las tres ramas en paralelo:
AY 2— 4524
Lo = 522 = 2025 = (32— 20 A =12 - 3687° A — |im(t) = dcos (310 - T
Zr 10 180
Vap 32-—j24 ) ) ( 5 77)
I = = =—j4A =4/—-90°A =4 2-10°t— - A
R2,L Z. 6778 J 90 = |ige(t) cos 0°t 5
A% 2 — 4524 1
o= YAB 327020 _ gL i64)A =8/5313° A —> |io(t) = 8cos (2 A4 2 3”) A
Zc —Jo 180

Ejercicio Resuelto: Equivalente de Thévenin y de Norton en Corriente Alterna

(Ejercicios 18 y 19)

Calcula el circuito equivalente de Thévenin y de Norton entre los terminales a y b del
siguiente circuito:

j2Q 10 j2Q
5000 oa — oa
120° A 19 ———j1Q 1£0°V )Y
o p o}
Circuito original Tras transformar la fuente

Resolucion paso a paso:

1. Transformacion de la fuente de corriente en paralelo con 1(): La fuente
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I, = 1£0° A en paralelo con Zgr = 12 equivale a una fuente de tensién V =
I,-Zir =140°V en serie con 1.

2. Célculo de la tensién de Thévenin (Vy, = V;): En la tnica malla resultante,
la corriente fasorial I y la caida en el condensador entre a y b son:

r A% _ 1 1
 Zr+Zp+Zc 1+52—-51 14
1 Lo —jd=g)  -1-y
Vin=Va=1.Zc=——(—j) = —
th b c 1+ (]) 12 + 12 92 V= ( 0,5 — .705)\/

3. Calculo de la impedancia de Thévenin (Z;): Anulando la fuente de corriente
original (circuito abierto), entre a y b queda la rama serie (1 + j2) (2 en paralelo
con el condensador (—j;1) €

(1+42)(=5) _ _2-J _@2-)0-j) 1-33

Q=0

5—j1,5)Q

4. Célculo de la corriente de Norton (Iy) (Ejercicio 19):

o Vo _(C1=0)2 _—1-j _(-1=j)1+j3) _2—j4 _ (1 .2) R

Zy, (1-373)/2 1-3j3 12 + 32 10

Ejercicio Resuelto: Transformacion sucesiva de fuentes en CA (Ejercicio 16)

Utiliza el concepto de transformacion de fuentes y asociacién de impedancias para
calcular el fasor correspondiente al voltaje de salida V, en el circuito de la figura:

730 0,29Q jO6Q

o+
100
40£0°V
—]39 —leQ

o —

Resolucion paso a paso:
1. Paso 1: Agrupamos cada una de las 4 ramas en serie:
Z,=(1+373)Q, Zy=(02+430,6)Q, Zs=(9-33)Q, Zs=(10-,19)Q
2. Paso 2: Transformamos la fuente de tension V, = 4040° V en serie con

Z, en fuente de corriente en paralelo:

V, 40 40(1—j3)
Z, 1443 149

Ini = = (4—j12)A

3. Paso 3: Asociamos en paralelo Z; | Z3 y volvemos a transformar a
fuente de tensiéon Vy;:
(1453)(9—43) 18—1—]24 1
(1+33)+(9-343) 10

Zon =21 || Z3 = =(90+712) 2 = (L8+424)Q
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. 1 . .
Vi =1Int-Zp = (4 —j12) - 3(9 +712) = (36 — j12) V

4. Paso 4: Sumamos en serie Z,; = Z, + Z> y aplicamos divisor de tensién
con Zy:
Zs =(1,8432,4)+ (0,24 50,6) = (2+ 53)Q
B 7y 10 — 419 132 — 5804 903 — j47

Vo==———Vy1 = (36—712) = =
T Zg+2Zy M (2+j3)+(10—j19)( i) 12 — 516 25

L
—[(36,12 — j18

Ejercicio Resuelto: Método de las Corrientes de Malla en Corriente Alterna (Ejercicio

20)

Utiliza el método de mallas para calcular la expresion temporal de la corriente que
pasa por las bobinas Lj y Lo en el circuito de la figura, sabiendo que:

4 4
vi(t) = ﬁ cos (10425 - %) V, va(t) = _% sin (10415 + %) \Va

Ri=Ry=100Q, R3=800Q, L;=10mH, L;=40mH, C;=1puF, Cy=0,

Ch Ry

Ry

;ID 6, vlt)
vi(t) (A 5

| |

|

[ ] 75000

Ly

Resolucion paso a paso:

1. Expresamos v2(t) en funcién del coseno: Usando —sin(a) = cos(a + 7/2):

4 4 3
v2(t) = —= cos (104t + 24 f) = — cos (104t + f) \%

V2 4 2 V2
2. Calculamos los fasores de las fuentes:
4 4
Vi=—/-45°=(2—-32)V, Vo=—/135°=(-2+352)V

V2 V2
3. Calculamos las impedancias de los elementos pasivos (w = 10*rad/s):

Zr =Zry = 1009, Zrs = 800Q
Zr1 = jwL; = §10*-1072 = j100Q, Zio = jwLy = j10* -4 x 1072 = j400Q

10+io—6 — 1000,  Zco - — 4000

Z == g —
¢l 104-0,25 x 106

4. Planteamos y resolvemos las ecuaciones de malla:

Vi—Vo=L(Zpi+Zi1+Zc1+Zry+ Zc2) — 1hZco
0=-11Zco +12(Zca + Zps + Z1o)

25 nF
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Sustituyendo los valores numéricos (Zp1 + Zc1 =0y Zps + Zcoo = 0, entran en

resonancia):
(2= j2) — (=2 + j2) = (200 — 5400)T; + jA00T, = 4 — j4 = (200 — j400)I; + j4
. —j400 j
= 74001 I I, = I =—=1
0= j400L + 80T, — L= =L =71,

Sustituyendo Iy en la primera ecuacién:

001y

4—j4 = (200—3400)I;+5400 <—% 11> = (400—j400)T; = |I; =I5 = 0,01 A = 0,01£0° A

IgzILQ:—%-O,Olz—jﬁx 1073A =5x 10732 — 90° A

5. Expresiones temporales de las corrientes por las bobinas:

ir1(t) = 0,01 cos(104t> A\ iro(t) =5 % 1073 cos (104t _ g) A

Ejercicio Resuelto: Analisis por Nudos y Balance Completo de Potencias en CA

(Ejercicio 31)

Determina las ecuaciones temporales de las tensiones e intensidades de rama y las
potencias instantdneas y medias en todos los elementos del siguiente circuito:

Vs Ry =4Q %

— ]
I3
—j2Q " — E14CY
VI4 Il

A

P

Ry =2
Llov

Q

Resolucion paso a paso:

1. Resolucién por el método de nudos: Referenciando el nudo inferior a tierra
(0V), aplicamos LCK en el nudo principal superior V4 (It = Io + I3 + I):
Va4 Vu Va o Vy Vald+,2)

4 =— —jV
2> "1 Ta—jpT 2 VAt T
Multiplicando toda la ecuaciéon por 20:

80
80 = 10V A—j20V 4+(44j2) V4 = (14—j18) V4 — V4 = T (2,154+52

Pasando a radianes (52,12° ~ 0,297 rad):

va(t) = 3,51 cos(wt + 0,297) V

769) V = 3,508~
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2. Intensidades de cada rama y tensiones Vg y Vpi:

I, =4Z0°A = 41(t) = 4cos(wt) A

I, 2‘2‘30 = 1,754/52,12° A — iy(t) = 1,75 cos(wt + 0,29) A
I3 = 1279*:)0 =351/ —37,88°A — i3(t) = 3,51 cos(wt — 0,214r) A
= vA _ 35085212 oo 78680 A —s is(t) = 0,78 cos(wt + 0,43F7) A

4—352 4,472/ — 26,56°

Vg =14 Z¢ = (0,784/78,68°) (24 — 90°) = 1,57/ — 11,32° V. => wp(t) = 1,57 dos(wt — 0,0637)"
Vi1 =Va— Vg =(0,61+;3,08)V=2314/78,68°V = vp1(t) = 3,14 cos(wt + 0,4377) V

3. Potencias medias y comprobacion del balance energético:

4-3,51
Pfuent&media = 2, COS(O,QQT{‘) = 7,02 . 0,613 = 4,30W
1,754 - 3,508 0,784 - 3,14
Prsmedia = " c03(0) =[3,08W),  Primedia = ——o ' cos(0) = [1,22W

3,51-3,51 s 0,784 - 1,57 U
P media = 9 COS (5) = 7 Pg media = - 5 Cos (§> = {@

Se comprueba exactamente que Pryente,media = PR1,media + PR2,media = 1,22 +
3,08 =4,30 W.

3.5 Formulario y Resumen General del Tema 3 (AC)

Ley / Teorema: Formulario de Referencia Rapida de Corriente Alterna

» Sefial alterna y fasor: v(t) = Vp,cos(wt+ ¢) «+— V = VLo = Viped? =
Vi cos ¢ + jVip sin ¢, con w = 27“ =27 f.

» Impedancias (Z = V/I) y Admitancias (Y =1/Z):

1 1 i I
Zp = R/0° (YR - Tz) . Zp = jwl = wL/90° <YL - W—L) . Vg = é = 1G4-90° (Yo =

= Funcién de transferencia y frecuencia de corte:

|T|méx

V2

T(w) = : |T(wo)| = ~ 0,707 |T|max (—3dB), |Tla = 20log;, | T (w)]

» Potencia en CA (en el dominio del tiempo):

= Vi [ cos(2wt + 6, + 6;)+cos(8, — 6;)], Predia = v

p(t) cos(60, — 6;)
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Bibliografia de Referencia: Sedra, A. S., Smith, K. C., Circuitos Microelectrénicos, Oxford
University Press; Boylestad, R. L., Nashelsky, L., Electronica: Teoria de Circuitos y Dispositivos
Electronicos, Pearson.

4.1 Conceptos Basicos de Semiconductores y la Union PN

Los dispositivos electrénicos de estado sélido basan su funcionamiento en la posibilidad
de controlar mediante campos eléctricos o dopaje selectivo la conductividad de los materiales
semiconductores, entre los cuales el Silicio (Si) es el mas utilizado en la industria
microelectrénica actual (seguido del Germanio, Ge, y compuestos como el Arseniuro de Galio,

GaAs).

4.1.1 Bandas de Energia y Semiconductores Intrinsecos

Desde el punto de vista cudntico, los electrones de un cristal sélido se agrupan en bandas
de energia permitidas separadas por regiones prohibidas:

» Banda de Valencia (BV): Nivel energético ocupado por los electrones que forman los
enlaces covalentes entre atomos vecinos de la red cristalina.

» Banda de Conducciéon (BC): Banda energética superior donde los electrones se han
desligado de su atomo de origen y pueden desplazarse libremente por el cristal produciendo
corriente eléctrica.

» Banda Prohibida o Gap de Energia (E,): Separacion energética minima entre el
limite superior de la banda de valencia (Ey ) y el limite inferior de la banda de conduccién
(Ec). En un aislante es muy grande (E,; > 5 €V), en un conductor las bandas se solapan
(E4 =0), y en un semiconductor tiene un valor intermedio (E, ~ 1,12 eV en el Silicio y
E, ~ 0,67 €V en el Germanio a 300 K).

Un semiconductor quimicamente puro y con red cristalina perfecta se denomina semi-
conductor intrinseco:

87
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1.

2.

A temperatura nula (7' = 0 K): Cada dtomo de Silicio (tetravalente, con +4 electrones
en su capa exterior) comparte sus cuatro electrones de valencia formando cuatro enlaces
covalentes estables con sus vecinos. La banda de valencia estd completamente llena y
la de conduccion vacia: el cristal no conduce corriente (se comporta como un aislante
perfecto).

A temperatura ambiente (7' = 300 K): La agitaciéon térmica proporciona energia
suficiente para romper algunos enlaces covalentes (generacién térmica). Cuando un
electrén salta a la banda de conduccién convirtiéndose en un electrén libre (con carga
—q), deja tras de sf una vacante de enlace en la banda de valencia denominada hueco (h™",
que se comporta como un portador mévil de carga efectiva +¢). Simultdneamente ocurre
el proceso inverso de recombinacién térmica cuando un electrén libre cae en un hueco.

Ley / Teorema: Concentracion Intrinseca y Ley de Accion de Masas

En un semiconductor intrinseco, dado que los electrones libres y los huecos se generan
en parejas, sus concentraciones volumétricas (n para electrones y p para huecos) son
idénticas e iguales a la concentracién intrinseca n;(7):

n=p=mn;~15x10"% em™3 (en Silicio a T = 300 K) (4.1)

En equilibrio térmico, el producto de las concentraciones de electrones y huecos en
cualquier semiconductor (esté o no dopado) permanece constante para una temperatura
dada, cumpliendo la Ley de Accién de Masas:

n-p=nl(T) (4.2)

4,

1.2 Semiconductores Extrinsecos: Dopaje Tipo N y Tipo P

La conductividad del silicio intrinseco a temperatura ambiente es muy baja. Para au-

mentarla y controlarla con precisién, se introducen deliberadamente pequefnias cantidades de
atomos de impurezas sustitucionales en la red cristalina, proceso denominado dopaje:

Semiconductor Extrinseco Tipo N (Dopado con Impurezas Donadoras): Se
introducen atomos pentavalentes (grupo V de la tabla periddica, con 5 electrones de
valencia), tales como Fésforo (P), Arsénico (As) o Antimonio (Sb). Cuatro de sus
electrones forman enlaces covalentes con los 4tomos de Silicio vecinos, mientras que el quinto
electron queda muy débilmente ligado y a temperatura ambiente pasa inmediatamente a la
banda de conduccién como electréon libre extra, sin haber creado un hueco. El 4tomo de
impureza queda como un ion positivo fijo (N})) en la red. Si Np > n; es la concentracién
de impurezas donadoras:

2

n:
n~ Np > n;, p%N’ Lng = n>p (4.3)
D

En un semiconductor tipo N, los electrones son los portadores mayoritarios y los
huecos son los portadores minoritarios.

Semiconductor Extrinseco Tipo P (Dopado con Impurezas Aceptoras): Se
introducen atomos trivalentes (grupo III de la tabla periédica, con 3 electrones de
valencia), tales como Boro (B), Aluminio (Al), Galio (Ga) o Indio (In). Al tener solo
tres electrones para cuatro enlaces covalentes, queda un enlace incompleto que captura
facilmente un electrén de un atomo de Silicio vecino, generando un hueco libre en la banda
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de valencia sin crear un electréon en la banda de conduccién. El dtomo de impureza queda
como un ion negativo fijo (N, ). Si Ng > n; es la concentracion de impurezas aceptoras:

2
ns:
pa Ny > n,, ne —+-<Kng = p>n (4.4)
Na
En un semiconductor tipo P, los huecos son los portadores mayoritarios y los
electrones son los portadores minoritarios.

4.1.3 Mecanismos de Conduccion en Semiconductores

El movimiento neto de cargas en un semiconductor se produce por dos mecanismos fisicos
independientes:

1. Corriente de Arrastre (o Deriva, Drift): Originada por la presencia de un campo
eléctrico E' que acelera los huecos en el sentido del campo y los electrones en sentido
opuesto. La densidad de corriente total de arrastre y la conductividad o del semiconductor
son:

jz:erastre = UE = Q(n,un + pﬂp)E (45)

donde p, y pp son las movilidades de electrones y huecos respectivamente (en el Silicio
pn & 1350 cm?/(Vs) > p, ~ 480 cm?/(Vs), por lo que los electrones tienen mayor
movilidad que los huecos).

2. Corriente de Difusién: Originada por la agitacién térmica cuando existe un gra-
diente espacial de concentracion de portadores (Z—Z o) %)' Los portadores tienden
estadisticamente a desplazarse desde las regiones de alta concentracién hacia las de baja

concentraciéon:

dn dp
it = an%7 Ip,dit = —qu@ (4.6)
donde D,, y D, son las constantes de difusion, ligadas a las movilidades mediante la
relacion de Einstein: % = %’ =Vr= %.

4.1.4 La Unién PN en Equilibrio y bajo Polarizacion

Cuando sobre un mismo monocristal de silicio se crean adyacentes una regién dopada
tipo P y una regién dopada tipo N, la frontera metalirgica constituye una unién PN:

1. Unién PN en Circuito Abierto (Equilibrio Térmico): Debido al enorme gradiente
de concentracion en la frontera, los huecos mayoritarios de la zona P difunden hacia la
zona N y los electrones mayoritarios de la zona N difunden hacia la zona P. Al cruzarse
en las inmediaciones de la unidn, se recombinan entre si, desapareciendo los portadores
moviles libres en una franja central llamada Zona de Carga Espacial (ZCE), zona de
deplexidén o de vaciamiento. Al desaparecer los portadores moviles en la ZCE, quedan
al descubierto los iones fijos de la red: iones negativos aceptores (V) en el lado P e
iones positivos donadores (N/};) en el lado N. Esta distribucién dipolar crea un campo
eléctrico interno Eim dirigido de la zona N hacia la zona P, el cual se opone a que sigan
difundiendo mas mayoritarios y establece una barrera de potencial de contacto Vj (o
Vii):

NyN,
Vo="Vrln ( A2 D) ~ 0,6 a 0,75V (en Silicio a 300 K) (4.7)

7

siendo Vg = #2L ~ 26 mV la tensién térmica a temperatura ambiente (7' = 300 K). En

equilibrio, la corriente de difusién de mayoritarios queda exactamente compensada por la
corriente de arrastre de minoritarios (Ipeta = 0).
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Zona de Carga Espacial (ZCE)

Zona P B N Zona N
NA ND
- +
Huecos (h™) Electrones (e™)
(_’—
Eint

Unién PN en Polarizacién Inversa (Vp < 0): Se aplica una fuente externa con el polo
positivo en la zona N y el negativo en la zona P. El campo externo tiene el mismo sentido
que Eint, reforzando la barrera de potencial hasta Vi + |Vp| y ensanchando la zona
de deplexién. La difusion de portadores mayoritarios queda completamente bloqueada y
solo circula una debilisima corriente inversa de saturacién Ig ~ 10714 A (10711 mA)
debida al arrastre de portadores minoritarios generados térmicamente.

Unién PN en Polarizacién Directa (Vp > 0): Se conecta el polo positivo externo a la
zona P y el negativo a la zona N. El campo externo se opone a Emt, reduciendo la barrera
de potencial a Vj — Vp y estrechando la zona de deplexiéon. Cuando Vp supera el
umbral V, ~ 0,6 — 0,7 V, la barrera practicamente desaparece y se produce una inyeccién
masiva exponencial de portadores mayoritarios a través de la unién.

4.2 El Diodo y Circuitos Basicos

Un diodo de unién es una unién PN a la que se le anaden dos contactos éhmicos

exteriores: el Anodo (A) en la regién P y el Catodo (K) en la regién N. Su tensién en
bornes se define siempre de dnodo a catodo (Vp = Vinodo — Viiatodo) Y Su corriente positiva
Ip fluye de dnodo a citodo (en el sentido de la flecha del simbolo).

4,

2.1 Ecuacién de Shockley y Curva Caracteristica Real

Ley / Teorema: Ecuacién de Shockley del Diodo

En primera aproximacioén, la caracteristica corriente-tensién (Ip — Vp) del diodo en
las zonas directa e inversa viene descrita por la ecuacién exponencial de Shockley:

VD
Ip =1Ig (e"VT — 1) (4.8)
donde:

= Ig: corriente inversa de saturacién (tipicamente Ig ~ 10714 A = 107! mA).

» V= kTT: tensién térmica, donde k = 1,38 x 10723 J/K es la constante de Boltzmann,

T la temperatura absoluta en Kelvin y ¢ = 1,6 x 10719 C la carga del electrén. A
temperatura ambiente (7' = 300 K), Vp &~ 26 mV = 0,026 V.

» n: factor de idealidad (en los apuntes de la asignatura se toma habitualmente n = 1).

1.

En la curva caracteristica real de un diodo se distinguen tres regiones:

Zona Directa (Vp > 0): Para Vp <V, = 0,6 — 0,7 V la corriente es casi despreciable; al
superar la tensiéon umbral V,, la intensidad crece exponencialmente con pendientes muy



4.2. EL DIODO Y CIRCUITOS BASICOS 91

abruptas. En directa, el diodo no puede soportar tensiones mucho mayores que V., porque
la enorme corriente disiparia una potencia excesiva y fundiria el dispositivo.

2. Zona Inversa (—Vzx < Vp < 0): Como "P/V7 <« 1, la corriente vale Ip ~ —Ig ~ 0. El
diodo actua practicamente como un circuito abierto.

3. Zona de Ruptura o Avalancha (Vp < —Vzk): Si la tensién inversa supera un valor
critico denominado tensién de ruptura (Vz o Vgg, del orden de —100 V en diodos rectifi-
cadores comunes y entre —3 V. y —15 V en diodos Zener), se produce una multiplicacién
por avalancha o efecto tunel Zener y circula una gran corriente inversa mientras la tension
permanece casi fija en —Vz.

I D [mA]

A

Curva Real

odelo V,

—Vz i

/ V,=0,7V

4.2.2 Los 3 Modelos Lineales por Tramos del Diodo

Dado que la ecuaciéon de Shockley es no lineal, para resolver circuitos de forma rapida y
sistematica sustituimos el diodo por uno de los tres modelos lineales por tramos:

Método Sistematico: Los 3 Modelos Lineales del Diodo N

1. Modelo 1: Diodo Ideal (no se suele usar salvo si V > V,):
» Diodo OFF (Corte): Si Vp <0 = Ip = 0 (equivalente a un circuito
abierto).
» Diodo ON (Conduccién): Si Ip >0 = Vp = 0 V (equivalente a un

cortocircuito / cable ideal).

2. Modelo 2: Caida de Tensién Constante V., (el mas utilizado con resistencias
grandes):
» Diodo OFF (Corte): Si Vp <V, = Ip = 0 (circuito abierto).

» Diodo ON (Conduccién): SiIp >0 = Vp = V, constante (habitualmente
V, =0,7V 00,65 V). Se sustituye por una fuente de tensién independiente
V., con el polo + en el 4nodo y el — en el catodo.

3. Modelo 3: Tensién Variable con Resistencia Serie r; (usado con resisten-
cias pequenas):
= Diodo OFF (Corte): Si Vp <V, = Ip = 0 (circuito abierto).

» Diodo ON (Conduccién): Si Ip > 0, el diodo se sustituye por una fuente V,,
en serie con una resistencia interna r4 (de unos pocos ohmios, p. ej. 10 — 20 Q):

— 1
Vb=V, +Iprq < Ip = Vo= ¥y (recta de pendiente ) (4.9)
Td Td
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1. Modelo Ideal 2. Modelo V, 3. Modelo con ry
Diodo Diodo Diodo
BB X
vy vy Ty
oO————0 (}—@—4 h—@—‘ |>()
ON: Corto (Vp = 0) ON (Vp =V, = 0,7V) ON (Vp =V, +r4lp)
Oo——=0 Oo——0 o——0 o——0 O——©0 O——>O
OFF: Abierto (Ip = 0) OFF (Ip = 0) OFF (Ip = 0)

4.2.3 Los 3 Métodos de Resolucion de un Circuito con Diodo

Consideremos el circuito elemental formado por una fuente continua Vpp = 5 V en serie
con una resistencia R = 1 kQ y un diodo (Is = 107! mA =10~ A, Vp = 26 mV).

Importante / Ojo Examen: Convenio de Unidades en Electrénica

En todos los problemas de diodos y transistores trabajaremos sistematicamente con:
V en voltios [V], I en miliamperios [mA], R en kiloohmios (k2]  (4.10)

va que V = mA X k) es un sistema de unidades internamente consistente.

1. Método Analitico (con el diodo real): Planteamos simultdneamente la ecuacién de
malla del circuito y la ecuacion de Shockley del dispositivo:

Circuito: Vpp =IpR+Vp

= Vp =Vpp — RIg ("P/V7 — 1 4.11
Dispositivo: Ip = Ig (eVD/VT — 1)} b bb S ( ) ( )

Es una ecuacién trascendente que se resuelve por aproximaciones sucesivas (iteracién
numérica) probando valores de Vp entre 0,6 V y 0,8 V (por ejemplo Véo) = 0,65 V). Para

Vop =5V y R=1 Kk converge a:

5 — 0,696

— 4,304 mA ~ 4,3 mA (4.12)

2. Método Grafico (Recta de Carga y Punto de Funcionamiento )): Despejando
Ip de la ecuacién de malla obtenemos la recta de carga estatica:

1 Vop
Ip=—=V, — 4.13
D I D+ R ( )

Es una recta de pendiente —% que corta al eje vertical en (0, VDTD) y al eje horizontal en

(Vpbp,0). La interseccién grafica entre la recta de carga y la curva caracteristica del diodo
determina el punto de trabajo o punto de operacién Q(Vpg,Ipg).
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]j) [nlf{
VDD ID:,Is(eVD/VT—l)
R
Punt 1
Ipg [----- Recta de carga (pendiente - E)

> Vp [V]

Vbg Vbp

3. Método Lineal por Hipétesis y Comprobacién (el mas utilizado):

a) Paso 1 (Hipétesis): Suponer el estado de cada diodo (OFF u ON). Si no se ve
claro a simple vista, es muy cémodo empezar suponiendo que los diodos estan en
OFF (circuito abierto) y calcular las tensiones en sus bornes para ver cudl tiene
mayor tensién anodo-catodo.

b) Paso 2 (Sustitucién y calculo): Sustituir cada diodo segtin el modelo lineal
indicado (2.° 0 3. modelo) y resolver el circuito lineal resultante.
c) Paso 3 (Comprobacién obligatoria):
= Si se supuso Diodo OFF: debe cumplirse que Vp = V — Viatodo < V5.
= Si se supuso Diodo ON: debe cumplirse que la corriente Ip circule de dnodo a
catodo con valor estrictamente positivo (Ip > 0).

nodo

Si no coincide con la suposicién, la hipétesis es falsa y se cambia de estado.
Aplicado al circuito con Vpp =5V y R=1kQ (V, =0,65 V,ry =10 Q = 0,01 k2):

= Si suponemos D OFF: Ip =0 — V=0 — Vp =5V >065V —
contradiccién (la suposicién OFF es falsa; el diodo conduce en ON).

= Con el 2.2 modelo (D ON =V, = 0,65 V):

_Vop—Vy _ 5065

Ip R 1kQ

=435mA >0, Vp=065V  (4.14)

= Con el 3.er modelo (D ON =V, = 0,65 V en serie con r4 = 0,01 kQ):

;o _ VooV, _ 5065
D= Ry, 14001

—4307mA >0, Vp=V,+Iprg=0,693V (4.15)

4.2.4 Aplicaciones Clasicas del Diodo: Limitadores, Rectificadores, Filtros y
Zener

1. Circuitos Limitadores o Recortadores (Clippers)

Los circuitos limitadores se emplean para recortar una porcion de la senal de entrada por
encima o por debajo de un nivel de referencia, protegiendo etapas posteriores.

Ejemplo Explicado: Circuito Limitador Polarizado de los Apuntes

En el circuito de la figura, una entrada V; alimenta a través de una resistencia serie
de 1 k2 el nudo de salida V,, del cual cuelgan en paralelo una rama con un diodo D
(V, = 0,65 V) en serie con una fuente continua de 7 V, y una resistencia de carga de
100 k€2 a masa.
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1kQ

—_1 °Vo
D

100 k2

™V

» Tramo a) Diodo en Corte (OFF): Para que el diodo conduzca se necesita que
el potencial de su dnodo (V,) supere el potencial de su ciatodo (7 V) en al menos
V, =10,65V, es decir, V, > 7+ 0,65 = 7,65 V. Mientras V, < 7,65 V, el diodo esta
en OFF (abierto) y el circuito actia como un simple divisor de tensién resistivo:

100 k2 100

Vo= Tror100k0"” ~ 1017

(4.16)

» Tramo b) Umbral de Conduccién: El diodo entra en conduccién exactamente
cuando V, = 7,65 V, lo que corresponde a una tension de entrada:

101 101
Vie oV = = X 7.65=7.7265 V~ 773 V 417
i~ 7007 100 ° " ) ) @1t

» Tramo c) Diodo en Conduccién (ON, para V; > 7,73 V):

« Con el 3.er modelo (V, = 0,65 V y resistencia dinamica rg4): aplicando la ley
de corrientes de Kirchhoff en el nudo V,:

Vi—Vo  Vo—7,65 n Vo 7,65 x 100 10074

— Vi (4.18
1 rd 100 ° 100+ 101rgy 100+ 101rg ° o)

e Con el 2.2 modelo (rg = 0, el mas sencillo): la rama del diodo fija rigidamente
la tensién de salida en:

V,=7+4065="765V (fijo) (4.19)

Cualquier aumento adicional de V; incrementa la corriente por la resistencia de
1 k2 y se desvia integramente por el diodo, manteniendo limitada la tensién V.

2. Rectificador de Media Onda

Un circuito rectificador convierte una senal alterna sinusoidal (v;(t) = V), sin(wt), de valor
medio nulo) en una sefial unidireccional pulsante con componente continua no nula:

= Con el 2.2 modelo del diodo (V, =0,65—-0,7 V):

Sivi(t)<V, = D OFF = Ip=0 = v,(t) =IpR=0V (4.20)
Sivi(t) >V, = D ON = v,(t) = v;(t) — V, (4.21)

El valor de pico de salida es V;, nax = Vj, — V5 y su valor medio en continua es Vg, = Ve ;V”.

» Con el 1l.er modelo (ideal): Conduce durante todo el semiciclo positivo (v, (t) = v;(t)
para v; > 0) y bloquea el semiciclo negativo (v,(t) = 0 para v; < 0).
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Con el 3.er modelo (Vpg y rp): Para v;(t) > Vpy, forma un divisor resistivo de pendiente

WRTD’ dando v,(t) = % (vi(t) — Vo).

3. Rectificador de Onda Completa y Filtrado por Condensador

Para aprovechar ambos semiciclos de la senal alterna se emplea el rectificador de onda

completa, ya sea mediante un transformador de toma intermedia con 2 diodos, o mediante
el puente de Graetz de 4 diodos:

En cada semiciclo conducen dos diodos en serie (D y Dy cuando v; > 2V,; D3y
Dy en el semiciclo opuesto cuando |v;| > 2V5), de modo que la caida umbral total es
2V, ~13—-14V:

2(Vp — 2Vv)

-2
= ua Vo,ma',x = V}? - 2VV’ Vae=—"—"" (422)

I
Ry T

Por ejemplo, con V., = 0,7 V, cuando V; = 5 V la salida toma el valor V, =5 —1,4=3,6 V.

Filtro por Condensador (C en paralelo con Rp): Al colocar un condensador en
paralelo con la resistencia de carga, el condensador se carga hasta el valor de pico Visx
cuando los diodos conducen y, cuando la tensiéon de entrada desciende, los diodos entran
en corte y el condensador se descarga lentamente a través de Ry con constante de tiempo
7= RpC > T. Se obtiene asi una tensién casi continua con un pequenio rizado pico a
pico:
~ Vinax o Iy

f rizado Ry C f rizado C

donde frizado = fred €n media onda y frizado = 2fred €n onda completa.

v, (4.23)

Rectificador de Onda Completa en Puente con Filtro C

O\/
N
e ——) || |’
LV

4. El Diodo Zener, LED y Fotodiodo

Diodo Zener: Es un diodo disefiado especificamente para trabajar también en la regién
de ruptura inversa a partir de una tensién de ruptura Zener controlada Vz (p. ej.
[Vz] =3 V,5V,10 V). En el 2.° modelo lineal presenta tres estados posibles:

1. Conduccién Directa (D ON directo): Si Ip > 0 (de d4nodo a catodo), se comporta
como un diodo normal con Vp = Vi, 4, — Vostodo = V4 = 0,7 V.

2. Corte (D OFF): Si —|Vz| < Vp <V, no conduce (Ip = Iz = 0, circuito abierto).

3. Conduccién en Ruptura Inversa (D ON inverso / Zener): Si la tensién inversa
en el cdtodo respecto al dnodo alcanza |Vz| (Vp = —|Vz|, es decir, Vostodo — Vinodo =
|Vz]), conduce una corriente inversa Iz > 0 de citodo a dnodo manteniendo fija la
caida |Vz| (se sustituye por una fuente independiente de valor |Vz| con el polo + en
el cdtodo y el — en el 4nodo).
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» Diodo Emisor de Luz (LED) y Fotodiodo: En un LED (fabricado con semiconductores
de gap directo como GaAsP o GaN), la recombinacion de electrones y huecos en polarizacion
directa libera fotones de luz (hv ~ E;), presentando una caida umbral mayor (V, ~
1,8 — 3,2 V). En cambio, un fotodiodo opera polarizado en inversa: al incidir luz sobre la
zona de deplexion se generan pares electrén-hueco que incrementan proporcionalmente la
corriente inversa.

Ejemplo Explicado: Limitador de Doble Nivel con Diodo Zener de los Apuntes

En el circuito de la figura, las dos resistencias son iguales (R;) y el diodo Zener tiene
Vy = 0,7 V y tensién de ruptura inversa Vz = —3 V (|Vz| = 3 V), estando su dnodo
conectado a una fuente de 5 V y su catodo al nudo de salida V.

] Vi

Z

1 .

Ry
D

1. Zona en Corte (OFF): Cuando el Zener no conduce, el circuito es un divisor de
tensién con dos resistencias iguales Rj:

Ry

V,= —1 v =
R+ Ry

(4.24)

IS

Como el dnodo estd a 5 V y el catodo a V,, la tension anodo-catodo es Vp =5 — V.
El Zener permanece en OFF mientras —3 V <5 —V, < 0,7 V, es decir:

V
4,3V<VC,<8V<:>8,6V<V1-<16V:>V:§Z (4.25)
2. Conduccién en Directa (V; < 8,6 V): Cuando V, intenta bajar de 4,3 V, el diodo
entra en conduccion directa fijando V, =5 —0,7=4,3 V.

3. Conduccién en Ruptura Inversa (V; > 16 V): Cuando V, intenta superar 8 V,
el Zener entra en ruptura inversa fijando V, =543 =8 V.

4.3 El Transistor MOSFET y Circuitos Basicos

El transistor de efecto de campo metal-6xido-semiconductor (MOSFET) es un dispositivo
electronico de cuatro terminales en el que la corriente que circula por un canal semiconductor
entre el Drenador (D) y la Fuente (S) se controla mediante la tensién aplicada al terminal
de Puerta (G).

4.3.1 Estructura Fisica, Terminales y Simbolos

En un transistor NMOS de enriquecimiento:

» Sobre un sustrato semiconductor tipo P (Bulk o Body, terminal B) se difunden
dos regiones fuertemente dopadas tipo n™ que constituyen la Fuente (S, Source) y el
Drenador (D, Drain).
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» La regién comprendida entre Fuente y Drenador (de longitud geométrica L y anchura W)
se recubre con una fina capa aislante de diéxido de silicio (SiO3, 6xido de puerta)
sobre la que se deposita el electrodo conductor de Puerta (G, Gate).

» Como la puerta estd separada del canal por un dieléctrico aislante (SiO3), la corriente
de puerta es siempre rigurosamente nula en continua:

Ig=0 = Ip=1Ig (4.26)

» Habitualmente el sustrato B se conecta internamente al terminal de Fuente S (B = 5),
pasando de la notacién de cuatro terminales a la de tres terminales (G, D, S).

Clasificacion de los transistores MOS:

1. NMOS de Enriquecimiento (V7 > 0): Con Vigs = 0 no existe canal entre D y S
(interruptor abierto). Hace falta aplicar una tensién positiva Vigg > Vp en la puerta para
atraer electrones e inducir el canal tipo N.

2. PMOS de Enriquecimiento (V7 < 0): Fabricado sobre sustrato tipo N con pozos p*.
Hace falta aplicar una tensioén negativa en la puerta respecto a la fuente (Vgs < Vrp <0,
o equivalentemente Vs > |Vrp|) para inducir un canal de huecos tipo P.

3. MOSFET de Deplexién (p. ej. NMOS con Vr < 0): El canal fisico ya estd implantado
de fébrica, por lo que conduce corriente incluso sin aplicar tension en la puerta (Vgg = 0).
Para apagarlo hay que aplicar una tensiéon negativa Vgg < Vpr < 0 que vacie el canal. En
su simbolo el trazo vertical del canal se dibuja continuo y mas grueso.

(Drenador) (Fuente)
(Puerta) —|[f‘ (Puerta) —-|[f‘
(Fuente) (Drenador)
NMOS (Vi > 0) PMOS (Vi < 0)

4.3.2 Regiones de Operacion y Ecuaciones del NMOS y PMOS

Definimos el parametro de transconductancia k, (denotado en las hojas manuscritas
como K, o K) que mide cudnto conduce el transistor en funcién de su tecnologia y geometria:

W
b = inClon - [A/V2 0 mA/V?] (4.27)

donde p,, es la movilidad de los portadores en el canal, C,, = ;:OL; es la capacidad del éxido de
puerta por unidad de drea, W la anchura del canal y L la longitud del canal (en tecnologias
actuales del orden de nanémetros). Nota sobre notacion: En las hojas de problemas de la
asignatura se escribe Ip = %(VGS — Vr)? en saturacién y Ip = K [(VGS —Vr)Vps — %VE)S}

en region lineal, donde el dato del enunciado K = k,,.

Ley / Teorema: Modos de Operacion del Transistor NMOS (V7,, > 0 en enriqueci-

miento)

1. 1) Regién de Corte (NMOS OFF):

Vas <Vrp = Ip =0 (4.28)



98 CAPITULO 4. DISPOSITIVOS ELECTRONICOS: DIODOS Y TRANSISTORES MOSFET

El transistor equivale a un circuito abierto entre Drenador y Fuente (Ip = Ig = 0).
2. 2) Regién Lineal, Ohmica o Triodo (NMOS ON con Vpg pequena):
Vas 2 Vrn vy Vps <Vas — Vrp (4.29)

El canal esta abierto de extremo a extremo y la corriente depende tanto de Vg
como de Vpg:

1
Ips = kn |(Vas — Virn)Vps — 51@%5 (4.30)
3. 3) Regién de Saturacién (NMOS ON con Vpg grande):
Vas > Vrn vy Vbs 2> Vas — Vry (4.31)

El canal se estrangula junto al drenador (pinch-off) y la corriente depende cuadréti-
camente solo de Vgg:

kn,
Ips = 7(VGS — Vn)? (4.32)

Ley / Teorema: Modos de Operacién del Transistor PMOS (V7, < 0 en enriqueci-

miento)

En un transistor PMOS todas las desigualdades se invierten respecto al NMOS (o bien
se trabaja con valores positivos invirtiendo los subindices Vsg = —Vigs v Vsp = —Vpgs):

1. 1) Regi6én de Corte (PMOS OFF):
Vas > Vrp  (es decir, Vsg < |Vpp|) = Isp =0 (4.33)
2. 2) Regién Lineal o Triodo (PMOS ON):
Vas <Vrp v Vbs >Vgs—Vrp (esdecir, Vsp < Vgg — |Vip|) (4.34)
Isp = K |(Vos = Vi) Vis = 5VBs| = ko (Ve = Vapl)Vsn = 5V0| - (435)
3. 3) Regién de Saturacién (PMOS ON):

Ves <Vrp vy Vbs < Vags — Vrp (es decir, Vsp > Vsg — |VTp|) (4.36)

k k
Isp = EP(VGS — Vpp)? = EP(VSG — |[Vp|)? (4.37)
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4.3.3 Curvas Caracteristicas y Cuadro Resumen de Resolucién

Tyansferencia (Ip — Vas)

A

Vr

ID Salida (ID — VDS)
AN
Vbs = Vas — Vr
/7
- Vasas
/
Lindal -
— Vas2,0
,/ Saturacién
- Vasi,s
= > Vbs

Importante / Ojo Examen: Cuadro Resumen de Resolucién de Circuitos con Diodos

y MOSFET

Dispositivo Estado / Region

Condicién y Modelo Circuital

Diodo (Modelo 1)
Diodo (Modelo 2)
Diodo (Modelo 3)

Diodo Zener

OFF / ON
OFF / ON
OFF / ON
Directo / OFF / Inverso

Vp <0 = Ip =0 (abierto) / Ip>0 = Vp =0 (corto)
/ Ip>0 = VD=V7%0,7V
/ Ip>0 = VD=VA,+IDTd

/ —|V2|<VD<0,7V / VD=—‘V2‘ (Iz>0)

Vo<V, = Ip=0
VD<VA, = Ip=0
VD=0,7V (ID>0)

NMOS (Ig =0) 1) Corte (OFF)
2) Lineal (Triodo)

3) Saturacién

Vas < Vpp = Ip=0
Vs > Vrn y Vps < Vs =V = Ip =ky [(VGS —Vrn)Vps — %V[%s]

5 (Vs — Virn)?

Vas > Vrn y Vps 2 Vas — Vrn = Ip =5

y se comprueba si Vpg > Vgg —
recalculan las ecuaciones con la

Regla de Oro para el MOSFET:

1. Usar siempre que I = 0 para hallar Vi (divisor de tensién en la puerta). Suponer
inicialmente OFF (Ip = 0) para ver si Vg > Vr.

. Cuando el transistor conduce (Vs > Vr), se suele suponer primero que esta
en SATURACION, se resuelven las 3 ecuaciones con 3 incognitas (Ip, Vas, Vps)

. Caso especial (Puerta y Drenador cortocircuitados): Si G y D estdn unidos
(directamente o mediante una resistencia por la que no pasa corriente al ser I = 0),
entonces Vg = Vp = Vpg = Vgg. Como Vi > 0, se cumple automaticamente que
Vbs > Vgs — Vr, por lo que si conduce, esta garantizado en SATURACION.

V. Si no se cumple, estd en la region lineal y se
férmula de triodo.

4.4 Ejercicios Resueltos de Diodos y Transistores MOSFET

Ejercicio Resuelto: Circuito con Diodos de Dos Ramas — Examen Parcial 2 FFT

caldas de tensién en el circuito de
V,=0,7V.

Determinar el estado de conducciéon (ON/OFF), las corrientes por cada rama y las

la figura empleando el segundo modelo lineal con
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2 A
N
D1
A
Ro=2k)
1ovT<> Ri=1k
Ipo
Ipy

Solucion Paso a Paso:

El potencial en el nudo A comin a ambos dnodos es V4 = 10 V. Si suponemos ambos
en OFF, Vg1 =0V (Vp1 =10V >0,7V)y Vga =4V (Vpa =6V > 0,7 V). Por
tanto, suponemos D7 ON y Dy ON:

(4.39)

La corriente total suministrada por la fuente de 10 V es Iiota1 = Ip1+Ip2 = 9,3+2,65 =
11,95 mA.

93V
Vki=Va—-V,=10-0,7=93V = Ip; = {m =9,3mA >0 (ON confirmado)
(4.38)
93—14
Vko=Va—-V,=10-0,7=93V = Ipy = E3T0R =265 mA >0 (ON confirmad

4 Apuntes

Calcular y representar la caracteristica de transferencia V, en funcién de V; si se toma la
salida en bornes del diodo usando el 2.° modelo lineal (V;, = 0,7 V). Ambas resistencias
valen R = 1 k().

Soluciéon Paso a Paso:

Como el catodo estd a masa (0 V), la tensién en el diodo es Vp = Vi —Vestodo = Vo

nodo

» Diodo OFF (V, <V, =0,7 V): El diodo es un circuito abierto y las dos resistencias
de 1 k2 forman un divisor de tension:

Vo=Vi—— =
R+ R

El diodo empieza a conducir cuando V, =07V —= V; =2V, =2x0,7=1,4V.

R Vi
= (4.40)

Ejercicio Resuelto: Caracteristica de Transferencia de Limitador Simple — Ejercicio
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= Resumen de tramos:

o Para V; <1,4V: Diodo OFF — V, =
por el origen).

o ParaV; >1,4V: Diodo ON = V, =V, =0,7 V (constante fija sea cual sea
Vi).

(recta de pendiente 1/2 que pasa

CIINS

Ejercicio Resuelto: Caracteristica de Transferencia con Dos Ramas Antiparalelas —

Ejercicio 5 Apuntes

Calcular y dibujar la caracteristica de transferencia V,(V;) del circuito de la figura
usando el 2.° modelo lineal con V., = 0,7 V para D7 y D». Todas las resistencias son
de R =1 k€.

Vier] ] oV,
Do

1k 1k

Solucion Paso a Paso:

A) Region A (—V, <V; <V, es decir, —0,7 V < V; <0,7 V): Tanto D; como
Dy estén en OFF. No circula corriente por ninguna rama (I = 0), luego no hay
calda en la resistencia de entrada y:

Vo =V, (recta de pendiente 1) (4.41)

B) Regién B (V; >V, = 0,7 V): Conduce D; ON y D, OFF. La corriente que
circula por la malla tnica (resistencia de entrada, Dj y su resistencia inferior R)

es:
Vi —V- Vi-V, Vi+V, V;+0,7 )
1= 2R7 = Vo=V,+IR=V,+ 5 T _ 5 T — 5 pendiente
(4.42)
C) Regién C (V; < =V, = —0,7 V): Conduce Dy ON y D; OFF. La corriente de
malla es:
VitV B -V, Vi-07 < ) 1)
1= 5 = Vo=-Vy,+IR= 5 = 5 pendlente2

(4.43)
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Ejercicio Resuelto: Red en Escalera con Dos Diodos Zener — Ejercicio 6 Apuntes

En el circuito de la figura, las tensiones inversas de ruptura de los diodos son V71 = 10 V
yVzo =8 V,conV; =20V, Ry =600 Q, Ry, =400 Q y R3 = 300 2. Calcular las
corrientes que circulan a través de cada una de las resistencias.

R1=600Q , Ro=400¢

_|

/
QOVT D7 /N Dy’ R5=3009)

il

Soluciéon Paso a Paso:

1) Hipétesis inicial (ambos Zener en OFF): Calculamos la corriente y las tensiones
en los nudos A y B sin diodos:
20V 20V 20

_ _ — 2 _ 1538 mA 4.44
Ri+ Ryt Rs 06+04+03kQ 13 oM (4.44)

VB=1-R3=1538x03=4,61V <8V = Djyestd en OFF (Vpa = —4,61 V> -8 V)

(4.45)
Va=1I(Ry+ R3) =15,38 x 0,7=10,77 V > 10 V = D entra en ruptura inversa ON
(4.46)
2) Resolucién con D; ON en Zener (V4 = |Vz1| =10 V) y Dy OFF:
1 1
Iy = Iy — — A 0V 10 14985 mA (4.47)

Ro+R; 04+03kQ 07
Vg = Ip3- R3 = 14,285 x 0,3 =4,285 V<8 V. = Dj sigue en OFF (confirmado)
(4.48)

Iy = Vi—Vy _ 20 — 10
Ry 0,6 kQ

= 16,67 mA (4.49)

(La corriente inversa por el Zener D es Iz1 = Ipy — o = 16,67 — 14,285 = 2,385 mA >
0).

Ejercicio Resuelto: Comparacion de los 3 Modelos Lineales del Diodo — Ejercicio 8

Apuntes

Calcular el valor de la tensién de salida V, en el circuito de la figura (R} = Ry = R3 =
5 kQ) sabiendo que el diodo Dy cuando estd en conduccién se representa por: a) un
cortocircuito (modelo 1);  b) una fuente de 0,7 V (modelo 2); ¢) una fuente de
0,7 V y resistencia de 20 Q (modelo 3).
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10V
|
Ry o)
V. F L1 — oV
I‘_L o
N
Ry
I 6V
Solucién Paso a Paso:
Comprobamos primero el estado de D7 suponiendo que estd en OFF:
R
Vinodo = Vo =6V,  Voitodo=Ve=105—2— =5V = Vp=6-5=1V >0,7V| = D; ON
R1+ Ry
(4.50)
a) Modelo 1 (cortocircuito, V, = 0): V, = V. Por nudos en V:
0=V, 6-V, V,
3 3 :?:16:3V$:>Vx:%:5,33\/ (4.51)
b) Modelo 2 (fuente de 0,7 V): V,, = V,+0,7. Aplicando Kirchhoff en el supernudo:
10 — x - x ) x
0 - % +6 (V5+07) _ VE = 3V, =153 = V, =51V = V,=5,1+0,f =58V
(4.52)
c) Modelo 3 (V, =0,7 V y r4 =20 Q = 0,02 kQ2): La resistencia total de la rama
derecha es R3 + rq = 5,02 k€Q:
0-V, 6-V,—-07 V,
=L 15,04V, = 76, e~ 5.1 4.
3 5.02 3 = 15,04V, = 76,7 = V, =51V (4.53)
La corriente por el diodo es Ip = 560_2% ~ 40 pA, por lo que V, = V, + 0,7 +
Iprg ~ 5,8 V (al ser las resistencias de 5 k2 mucho mayores que r4 = 20 2, los
modelos 2 y 3 dan précticamente el mismo resultado).

Ejercicio Resuelto: Circuito con Fuente de Corriente y Diodo — Ejercicio 9 Apuntes

Determinar el valor de la corriente I y I5 en el circuito de la figura suponiendo un

diodo rectificador comtn (V,, = 0,7 V) con I; = 8 mA, Ry = 2,2k, Ry =5,6 kQ y
R3 = 3,3 k2.
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R3=3,3kQ

Solucion Paso a Paso:

Si suponemos D; OFF, toda la corriente I; = 8 mA pasa por Rs3, luego V4 = 8 mA x
3,3k =264V > 0,7V, por lo que D; conduce en ON. Sustituyendo Dy por una
fuente de 0,7 V y aplicando LCK en el nudo A:

Vi—-07 V.
8= A5—6+3—g — 147,84 = 3,3V4—2,3145,6V4 = 8,9V = 150,15 —> V4 =1
’ ’ (4.54)
Conocida la tensién V4, hallamos las corrientes:
Vi 1687V Va—07 1687—0,7
F=_2= =511 mA, Ih= - =289 mA >0
Rs 33k My =T 5.6 kO ©9 A >
(4.55)

Ejercicio Resuelto: Analisis con el 3.er Modelo Lineal para Dos Diodos — Ejercicio

10 Apuntes

5,87V

En el circuito de la figura, D1 y Ds se representan en conduccién mediante una fuente
de 0,7 V en serie con rg = 20 2 = 0,02 kQ (R; = 5 kQ, Ry = 2 k). Determinar la
tension en el nudo A si: a) V;,, =10V; b) V;, = -5 V.

Solucion Paso a Paso:

Si ambos diodos estdan en OFF, el divisor de tension da V4 = % b = %Vm.

a) Cuando V;, = 10 V: Con ambos OFF seria V4 = 2—70 = 2,86 V, luego Vp; =
10-2,86=7,14V >0,7Vy Vps =—-286 V <0,7V. Por tanto, D; ON y D>
OFF. Aplicando Kirchhoff en el nudo A:

10—0,7—VA+10—VA_Q
0,02 5 2

— V4 =9211V (4.56)
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b) Cuando V;, = —5 V: Con ambos OFF seria Vy = —1—70 = —1,43 V, luego
Vpe =0—(-1,43) =1,43V > 0,7V y Vp; < 0. Ahora D ON y D; OFF:
—0,7—Vy  Va-— (=5) Va

5~ 5t — Va=-0mv (4.57)

con corrientes Ip; = w = 0,858 mA, Ipy = % = 0,355 mA e Ipy =

0,858 — 0,355 = 0,503 mA > 0.

Ejercicio Resuelto: Punto de Trabajo () de Transistor NMOS con Divisor de Puerta

— Examen UGR

Determinar el punto de reposo Q(Vgs, Ip, Vps) y verificar la regién de operacién en
el circuito de polarizacién de la figura, con Vpp =15V, Vo = 1,5V, k, = 1 mA/V?,
Ry =10 MQ, Ry =5MQ, Rp =3kQy Rg =1 k. (A continuacién se incluye también
la variante de clase con R; = 150 k2, Rs = 100 k2, Rp = 40 k), Rg = 5 k2, k,, =
40 pA/V2y Vp =2 V).

Vobp=15V Vpp =15V

1

Rp = 3kQ

Ry =10M

Ry = 5MQ

I Rg =1k
Solucién Paso a Paso:
1) Tensién en la Puerta (I =0):
Ve = Vop—12— — 15 x =5V (4.58)
“ T PPRIYR, T VT 1045 ‘

Si el transistor estuviese en corte (Ip =0 = Vg =0),seria Vg =5V >Vp =15V,
luego el NMOS conduce (ON).

2) Hipdtesis de Saturacién y Ecuaciones de Malla (Ip = Ig):

kn
Vas =Vg—IpRs=5-1-Ip,  Ip=—(Vas - Vr)? =0,5(3,5—Ip)? (4.59)
9— /32
I3—9Ip+1225=0 — Ip = — = 1,67 mA, Vag =5-1,67=3,33V>15V

(4.60)
(La otra raiz Ip = 7,33 mA daria Vgs = —2,33 V < Vp, imposible).

3) Calculo de Vpg y Comprobacién de Saturacién:

Vps = Vpp—Ip(Rp+Rgs) = 15—1,67x(3+1) = 8,32V > Vgs—Vr = 1,83V (Saturacior
(4.61)

1 OK)
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Variante del Ejemplo de Clase (‘orig-087.png‘): Con R; = 150 kQ, Ry =
100 kQ, Rp =40 kQ, Rs =5 kQ, k, =40 x 1076 A/V2y Vpr =2 V:

_ 100 _ 6 —Vas _ _6 9 9 B
Vg—15250—6V, T =20x10"°(Vgs —2)° = V55 +6Ves —56 =0
(4.62)
De donde Vg =5,06V>2V, Ip = 65_?{’86 = 0,188 mA (0 0,1844 mA segun redondeo)

y Vps =15 —Ip(45 kQ) = 6,54 V > Vgs — Vp = 3,06 V (Saturacién correcta).

Ejercicio Resuelto: Punto de Trabajo en las 3 Regiones segiin Voo — Ejercicio 12

Apuntes

Hallar el punto de trabajo del MOSFET de canal N de la figura (Vgg = —6 V,
R1 = 5,6 kQ conectada entre masa 0 V y drenador, Vo =2V, k, =2 x 1073 A/V? =
2 mA/V?) para: a) Vag = -35V; b)Vag=-3V; c)Vgg=—-4V.

R1=5,6 k)
Ve °—|
Vgg = —6V
Solucién Paso a Paso:
Como la fuente esta fija a Vg = Vgg = —6 V, tenemos siempre Vigg = Vg — (—6) =

Vaa + 6.
a) Si Vgg = —-35V:Vgg=-354+46=25V >Vp =2V — NMOS ON.

Suponemos saturacién:

kn, 2
=5 (Vas - Vr)? = 5(25 - 2)? = 0,25 mA (4.63)

Como 0—Vp =IpR; = Vp =-0,25 x5,6=—-1,4V, resulta:

Ip

Vps = Vp—Vss = —1,4—(—6) =4,6 V > Vgs—Vpr = 0,5V = Saturacién OK
(4.64)

b) Si Vgg = -3 V:Vgs=-3+6=3V >Vp =2V = NMOS ON. Si

suponemos saturacion:

Ip = 2(3—2)2 =1mA = Vp=-1x56=-56V = Vps=—56—(—6)=04V

(4.65)
Como Vpg =04V < Vgg — Vr =1V, NO esta en saturacién, sino en
la regién lineal (triodo). Planteamos las ecuaciones en region lineal (Vp =
Vss + Vps = —6 + Vpg):

—Vgs — V] 1 6 —V; 1
Ip = =505 b, | (Vs — Vi)Vbs — 3Vas| — =25 =2(1-Vos = 3V

Ry 5,0
(4.66)
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Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtienen dos raices: Vpg = 1,43 V
(se descarta porque es mayor que Vg — Vpr =1 V) y la solucién valida:

60,75

Vps =075V <1V I
DS ) < ) D 5,6

=0,93mA, Vp=—6+0,75=—525V
(4.67)

c) SiVogg=-4V:Vgg=-4—(—6)=2V=Vp = Ip=0mA (el transistor
estd en el umbral de OFF / Corte, con Vp =0V y Vps =6 V).

Ejercicio Resuelto: MOSFET con Puerta y Drenador Cortocircuitados — Ejercicio

13 Apuntes

Determinar el valor de Ip, Vpg v Vs en el circuito de la figura, sabiendo que Vpp =
12V, Vegs =0V, R =2kQ, Ro =1MQ, Vo =3V yk, =048 x 1072 A/V? =
0,48 mA /V2.

Vpp =12V
R1=2kQ)
Ro=1M
Vss =0V

Solucion Paso a Paso:

1) ;Conduce el transistor? Como la corriente de puerta es siempre nula (I =0 =
Iro = 0), no cae tensién en R, lo que obliga a que Vi = Vp y por tanto Vg = Vpg.
Si supusiéramos el transistor en OFF (Ip = 0), seria Vp =Vpp =12V = Vgg =
12 V > Vp =3 V, contradiccion: el transistor estd ON.

2) ;En qué regiéon conduce? Al tener unidos drenador y puerta (Vps = Vas),
se cumple siempre que Vpg > Vigs — Vi (pues Vp = 3 V > 0). Por tanto, trabaja
obligatoriamente en SATURACION. Igualando la corriente del transistor con la
que baja por R;:

knp, Vop — V] 0,48 12 -V,
2 Ry 2 2
Despejando la raiz positiva (Vg > 3 V):
12 - 6,43
VGS = VDS = 6,43 V, ID = 2—1{527 = 2,785 mA (469)

Ejercicio Resuelto: Umbral de Conducciéon de un MOSFET — Ejercicio 14 Apuntes

En el circuito de la figura (Vpp =15 V,Vgs =5V, Rg1 = 120 Q, Rgo = 220 Q, Rp =
47kQ, Vr =2V, k, =2mA/V?): a) Si Vgg =0V, jcudl es el estado del transistor?
b) Si Ve aumenta desde 0, jpara qué tensién empieza a conducir? ¢) En el instante
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en que entra en conduccién, jen qué regién de trabajo se encuentra?

Vop =15V
Rp=4,7kQ
Ra1=1200
VggT Rao=2201)
Vg =5V

Solucion Paso a Paso:

a) Para Vo =0 V: Vg =0VyVs=Vss=5V = Vgg=0-5=-5V<
Vr =2V = NMOS OFF (en corte).

b) Tensién Voo para empezar a conducir: El transistor empieza a conducir
cuando Vggs = Vpr =2V, lo que exige en la puerta un potencial Vg = Vg + Vp =
542=7V. Como Iz =0, aplicamos el divisor de tensiéon entre Rg1 v Rgo:

Vgg—7_ 7 _7><120
120 220 GG = 7990

+7=10,82V (conduce para Vgg > 10,82V
(4.70)

c) Regién al inicio de la conduccién: Justo cuando empieza a conducir (Vg =
7,01 V, Vgs — Vr — 07), la corriente Ip es pequeiifsima (Ip ~ 0), por lo que la
caidaen Rp escasinulay Vp = 15 V. Asi, Vps = 15—-5=10V > Vgs—Vr = 0V,
luego entra directamente en SATURACION.

Ejercicio Resuelto: Dos Transistores NMOS en Serie y Limite Lineal-Saturacion —

Ejercicio 15 Apuntes

En el circuito de la figura (Vpp = 9 V; My: Vpy = 1 V. ky = 4 mA/V?; My: Vg =
2 V,ky = 2 mA/V?): a) Hallar el punto de trabajo y la potencia disipada en cada
transistor si Vgg = 3 V. b) Calcular la tensién Ve maxima para que M; se mantenga
en la regién de saturacién (limite lineal-saturacion).
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Vop =9V
.
D

Solucion Paso a Paso:

a) Punto de trabajo y potencias para Vgg = 3 V: El transistor M tiene su
puerta conectada a su drenador (Ve = Vpa = 9 V), luego conduce en saturacion.
Para M, Vgs1 =3V > Vpp =1V (ON). Suponemos que M; también estd en
saturacién e igualamos Ip; = Ips (teniendo en cuenta que Vgo = Vpq):

k k 4 2
51(1/(;31 —V)? = g(vgsz —Vi)? = 53— 1)? = 50— Vo1 - 2)% (4.71)
14 + /32 9,83 V. (NO, pupera 9 V)
8= (7-Vp1)? = VA, —14Vp1+41 =0 = Vp; = — "= =7 N
(7—Vp1) D1 D1 D1 > {4’17 v (sh
(4.72)

Comprobamos la saturacién de My: Vpg1 = Vp1 = 4,17V > Vgg1—Vr =3—1 =
2 V (Saturaciéon OK). La corriente comin es Ip =8 mA, con Vpg1 = 4,17V y
Vbso =9 — 4,17 = 4,83 V. Las potencias disipadas son:

PM1 = ID-VD31 = 8><4,17 = 33,36 mW, PM2 = ID~VD52 = 8)(4,83 = 38,64 mW
(4.73)

b) Frontera entre saturacién y regién lineal de M;: El limite exacto ocurre
cuando Vps1 = Vp1 = Vag — Vim = Vgg — 1. Igualando de nuevo las corrientes
Ip1 = Ipo en ese punto frontera:

4 2

5(Vee =1 =5 (9-(Voc —1) -2)" = 2(Vag —1)* = (8 - Vae)* (474)
—12 + /392

Vic+12Vag —62=0 = Vgg = %39 =39V (4.75)

(Para Vg < 3,9 V, M opera en saturacion; para Vg > 3,9 V, M opera en la
region lineal).

Ejercicio Resuelto: Diseiio de Polarizacion de Dos NMOS Idénticos — Ejercicio 17

Apuntes

Los dos transistores NMOS del circuito de la figura son idénticos (Vp = 0,6 V,
kn =4 mA/V? Vpp =15V, Ry = 1 MQ, R3 = 1,5 kQ). Se desea que la corriente de
drenador sea igual en ambos: Iy = Iy = 2 mA. Calcular Vg para My y Mo, el valor de
Ry y justificar la zona de trabajo de ambos transistores.
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Soluciéon Paso a Paso:

1) Analisis de M;: La tensién en la fuente de Mj es Vg1 = [sR3 = 2mAx1,5kQ =3 V.
Como su drenador esta conectado directamente a Vpp = 15V, tenemos Vpg1 = 15—3 =
12 V|, que es muy grande, luego M; trabaja en saturacion:

k 4
I, = ?n(VGqu—VT)Q == 5(V051—0,6)2 = Vgs1—06=1 = Vg1 =16V

(4.76)
(Comprobacién: Vpg; = 12 V > Vigg1 — Vpr = 1 'V, saturacién verificada). De aqui
obtenemos la tension en la puerta de M; (que es también la fuente de Ms):

Vor=Vso=Vs1 +Vgs1=3+16=46V (4.77)

2) Andlisis de M; y calculo de R;: Como ambos transistores son idénticos y
queremos la misma corriente [; = Is = 2 mA en saturacién, debe cumplirse que:

Vaso =Vas1 =16V = Vg =Vgo +Vgs0 =46+1,6=62V (4.78)

Comprobamos la saturacién de Msy: Vpgs = Vpp — Vgg = 15 — 4,6 = 104 V >
Vas2 — Vr =1V (Saturaciéon de My OK). Finalmente, como Ige = 0, la corriente
por Ry y Ry es la misma:

Vi 62V Vop — Vas 15— 6.2
Ip = Ipy = —= = =62 nA Ry = = = 1.42 M
RL=IR2="p" =T\~ Bt = fu T 62pA
(4.79)
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5.1 Parametros Caracteristicos de una Familia Légica

Mientras que en la electrénica analdgica las tensiones e intensidades pueden tomar
cualquier valor continuo dentro de un rango, en la electréonica digital se trabaja con légica
binaria, donde las variables solo representan dos estados discretos: 0’ 1l6gico y ’1’ logico.

» Légica Positiva (convenio estandar): El estado ’1’ 16gico se asocia al nivel alto de
tensién (Vo = Vpp) y el '0’ légico se asocia al nivel bajo (Viajo = 0 V).

= Loégica Negativa: El ’1’ logico se asocia al nivel bajo de tensién y el ’0’ logico al nivel
alto.

5.1.1 El Inversor, Niveles de Tension y Margenes de Ruido

El circuito digital mas elemental es el inversor (puerta NOT), cuya tabla de verdad
invierte el bit de entrada (V; =0 = V,=1;V; =1 = V, = 0). La funcién o
caracteristica de transferencia de tensién (VTC) representa la tensién de salida Vi
en funcién de la tensién de entrada Vj,:

= En un inversor ideal, la transicién entre el nivel alto y el nivel bajo seria un escalén vertical
instantaneo a mitad de rango.

= En una puerta légica préactica real, la transiciéon presenta una pendiente finita negativa; los
puntos donde la pendiente vale % = —1 delimitan la regién de transicién e identifican

los umbrales de entrada Vip v Vig.

111
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Definicion: Niveles de Tension Normalizados de una Familia Logica

Para garantizar que una puerta légica receptora interprete sin errores el estado légico
enviado por una puerta transmisora precedente, toda familia légica especifica cuatro
niveles limite de tension:

» Vou (Output High): Tensién minima garantizada en la salida cuando la puerta
entrega un 1’ logico.

» Vor (Output Low): Tensiéon maxima garantizada en la salida cuando la puerta
entrega un ’0’ légico.

» Vi (Input High): Tensién minima que debe recibir una entrada para ser interpretada
inequivocamente como un ’1’ logico.

» Vip (Input Low): Tensiéon maxima que puede recibir una entrada para ser interpre-
tada inequivocamente como un ’0’ 1égico.

La franja intermedia [V, V| constituye la zona prohibida o de indeterminacién.

Ley / Teorema: Margenes de Ruido en Nivel Alto y Nivel Bajo

Los margenes de ruido cuantifican la maxima amplitud de perturbacién o ruido
electromagnético que puede sumarse o restarse a la sefial en el cable entre dos puertas
sin provocar un error légico en el receptor:

NMpy =Vog —Vig (Margen de Ruido Alto, Noise Margin High) (5.1)
NMy, =Vi, —Vor, (Margen de Ruido Bajo, Noise Margin Low) (5.2)

Para que una familia 16gica sea funcional debe cumplirse estrictamente que Vor > Vi
(NMpg > 0) y Vi > Vor (NMp > 0). El margen de ruido global de la familia es el

€aso peor:
NM = min(NMg, NMy) (5.3)
Salida (Transmisor) Entrada (Receptor)

VD D VDD

’1’ Légico (Vc ,
Vou (Von) % 1’ Aceptado (Vig

. Vin
Zona Transicion Indeterminada

/ Vir
VoL N M;,

0’ LéglCO (VOL) 0 Aceptado (VIL)
oV ov

5.1.2 Fan-In, Fan-Out, Tiempos de Retardo y Disipacion de Potencia

» Fan-In (Abanico de Entrada): Numero de entradas que posee una misma puerta légica
(por ejemplo, una puerta NAND de 3 entradas tiene Fan-In = 3).

» Fan-Out o Factor de Carga (Abanico de Salida): Numero maximo de entradas de
puertas de la misma familia que se pueden conectar simultineamente a la salida de una
puerta sin que se estropee su funcionamiento ni los niveles légicos salgan de los méargenes
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garantizados:

Fo_qu(Uwajlhuw> 5.4

[ rn| 7Ll

donde Ipg, Ior, son las corrientes maximas que la salida puede suministrar o absorber en
estado alto y bajo, e Irg, I;1 las corrientes requeridas por cada entrada conectada. En
tecnologias MOS/CMOS, al ser I = 0, el fan-out estatico en continua es tedricamente
infinito, quedando limitado en alta frecuencia por la suma de capacidades de entrada
(CL = N - Cjp,) que ralentizan las conmutaciones.

» Tiempos de Retardo de Propagacién (¢; o t,): Toda puerta légica real presenta un
retardo temporal entre el cambio en la entrada y la respuesta en la salida (medido entre
los puntos del 50 % de excursién de ambas senales):

e t,nr: tiempo de propagacion cuando la salida pasa de nivel alto a bajo (High-to-Low).
e tp,rm: tiempo de propagacion cuando la salida pasa de nivel bajo a alto (Low-to-High).

o Retardo de propagacién medio (interesa que sea lo mas pequeno posible):

tpar +tprH

= Disipaciéon de Potencia Estatica y Dinamica y Producto Retardo-Potencia:

a) Potencia Estatica (Pest): Potencia consumida cuando la puerta permanece en un
estado légico fijo sin conmutar. En l6gica NMOS con carga resistiva o activa es elevada
(cuando la salida vale ’0’ circula corriente continua de Vpp a masa), mientras que en
légica CMOS estatica es practicamente nula (Pest = Vpplyga ~ 0).

b) Potencia Dindmica (Pp): Potencia consumida al cargar y descargar la capacidad
de carga equivalente C', a una frecuencia de conmutacién f:

Pp=Cp-Vip-f (5.6)

¢) Producto Retardo-Potencia (PDP): Figura de mérito energética que mide la
energia consumida por cada transicién logica:

PDP=P-t, [Jopl] (5.7)

5.2 Puertas Légicas con Transistores MOSFET: Logica NMOS y
Logica CMOS

5.2.1 EIl Transistor MOS como Interruptor Controlado

En electrénica digital, los transistores MOSFET de enriquecimiento se utilizan como
interruptores controlados por la tension de puerta:

» Transistor NMOS (conduce con ’1’, corta con ’0’):

o Si la entrada en la puerta es un ’0’ légico (Vo =0V = Vgg < Vpy,): el NMOS
estd en CORTE (OFF), comportandose como un interruptor abierto.

o Si la entrada en la puerta es un ’1’ 16gico (Vg = Vpp = Vs > Vpy): el NMOS
CONDUCE (ON), comportandose como un interruptor cerrado que descarga la
salida a masa (transmite perfectamente el '0’ 16gico).

» Transistor PMOS (conduce con ’0’, corta con ’1’):
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o Sila entrada en la puerta es un ’0’ 16gico (Vg =0V = Vsg = Vpp > |Vpp|):
el PMOS CONDUCE (ON), comportandose como un interruptor cerrado que
conecta la salida a Vpp (transmite perfectamente el '1’ 16gico).

« Si la entrada en la puerta es un 1’ légico (Vg = Vpp = Vsg = 0 < |Vppl): el
PMOS estd en CORTE (OFF), comportandose como un interruptor abierto.

5.2.2 Inversor y Puertas en Logica NMOS (con Carga Pasiva o Activa)

En la familia 16gica NMOS, la red inferior de conmutacion esta formada por transistores

NMOS de enriquecimiento y en la parte superior se coloca una carga conectada a Vpp.
Como se estudia en los apuntes de clase, dicha carga de pull-up puede ser de tres tipos:

1.

Una resistencia pasiva (Rp): Fécil de analizar, pero ocupa mucha drea en un chip
integrado.

Un transistor NMOS de enriquecimiento como carga activa: Con su puerta
conectada a su propio drenador (Vi = Vp = Vpp), por lo que trabaja permanentemente
en saturacién cuando conduce.

Un transistor NMOS de deplexion como carga activa: Con su puerta conectada a
su fuente (Vs = 0 > Vpg < 0), por lo que tiene canal permanentemente formado.

1. Carga Resistiva (Rp) 2. Carga NMOS Enriq. 3. Carga NMOS Deplex.

Vbp Vbp Vbp

" ﬂ

v, Vv, ——oV,

Calculo de Vo y Vor en el Inversor NMOS con resistencia de pull-up Rp:

Entrada a nivel bajo (V; = 0 V = ’0°): El transistor NMOS inferior estd en corte
(Ip = 0). No cae tensién en la resistencia de carga Rp, por lo que la salida sube exactamente
a:

Voru = Vpp =1’ 16gico (5.8)

Entrada a nivel alto (V; = Vpp = ’1”): E1 NMOS inferior conduce con Vigs = Vpp > V..
Como la salida cae a un valor bajo V, = Vor < Vpp — Vpy,, el transistor trabaja en la
regién 6hmica (lineal). Igualando la corriente que baja por Rp con la corriente del
NMOS en zona lineal:

Vbop —Vor

1
=kn |(Vbop — Vru)Vor — =V3L (5.9)
Rp 2

Para que V1, sea cercano a 0 V se requiere que k,Rp > 1, pero siempre resulta Vor, > 0V
q q qa Vp v Vp

y existe un consumo constante de potencia estdtica P = W mientras la salida

estd en 0’
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5.2.3 El Inversor Estatico CMOS: Estructura, Tabla de Verdad y VTC

La tecnologia CMOS (Complementary MOS) elimina el consumo de potencia estatica
uniendo un transistor PMOS en la parte superior (entre Vpp y la salida) y un transistor
NMOS en la parte inferior (entre la salida y masa), con ambas puertas conectadas a la
entrada comun Vj,.

Vbp

PMOS (Pull-Up)

Vin }—@ Vout

NMOS (Pull-Down)

Tabla de verdad fisica y funcionamiento del Inversor CMOS:

Entrada V;, Estado PMOS Estado NMOS Salida V,; Consumo Estatico

"0 (0V) ON (Lineal) OFF (Corte) Vor =Vpp (1) Ipp =0 = Pet =0
"1 (Vbp) OFF (Corte) ON (Lineal) Vor=0V (0)) Ipp=0 = Pty =0

Curva de Transferencia de Tensién (VTC) y sus 5 Regiones: Al variar V;,, desde
0 V hasta Vpp, el inversor CMOS recorre cinco regiones de operacién:

1. Region A (0 <V, < Vp,): NMOS en corte (OFF) y PMOS en regién lineal — V,,; =
Vobp.

2. Regién B (Vp, < Vi, < Vay): NMOS entra en saturacién y PMOS sigue en regién lineal.

3. Regién C (V;,, = Vi = VDTD): Ambos transistores estan en saturacién, originando
una caida casi vertical entre "1’ y ’0".

4. Region D (Vs < Vi, < Vpp — |Vp|): NMOS en regién lineal y PMOS en saturacion.

5. Regién E (Vi, > Vpp — |Vrp|): PMOS en corte (OFF) y NMOS en regién lineal
= Vo =0V.

Vy=Yge Vbp
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5.3 Puertas CMOS Combinacionales: NOR, NAND y Sintesis
Sistematica

Ley / Teorema: Regla Fundamental de Diseiio de Puertas Légicas CMOS

Toda puerta CMOS estatica consta de una red inferior de Pull-Down (PDN,
transistores NMOS) entre la salida y masa, y una red superior dual de Pull-Up
(PUN, transistores PMOS) entre Vpp y la salida:

» SUMA LOGICA (OR, +): Se implementa con NMOS en PARALELO abajo
y PMOS en SERIE arriba.

= MULTIPLICACION LOGICA (AND, -): Se implementa con NMOS en
SERIE abajo y PMOS en PARALELO arriba.

= Funciones NO negadas: Como una etapa CMOS o NMOS simple invierte siempre
la funcién de su red inferior (V, = F'), si el problema pide una funcién positiva sin
negar, p. j. Y = A- B + C, primero sintetizamos la funcién negada Y=A-B+C
y a su salida conectamos un inversor para obtener Y =Y.

5.3.1 Puertas Basicas de 2 Entradas: NOR y NAND en CMOS
1. Puerta NOR CMOS (V, = A+ B): 2. Puerta NAND CMOS (V,=A- B):

» PUN (arriba): Dos PMOS (M, M3) en s PUN (arriba): Dos PMOS (M, M2) en
serie. paralelo.

» PDN (abajo): Dos NMOS (M3, M4) en s PDN (abajo): Dos NMOS (M3, My) en

paralelo. serie.
A B ‘ M, Mo Ms; My V,=A+BA B M, Mo M3 My V,=A-B
0 0 ON ON OFF OFF 1 0 0 ON ON OFF OFF 1
0 1 ON OFF OFF ON 0 0 1 ON OFF OFF ON 1
1 0 OFF ON ON OFF 0 1 0 OFF ON ON OFF 1
1 1 OFF OFF ON ON 0 1 1 OFF OFF ON ON 0
Puerta NAND (V,=A-B Puerta NO, V,=A+B
ND, (%= 4 5) Y CEERSD

A B A —

A= v oV,
B#[: A
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5.4 Ejercicios Resueltos de Examenes de Electronica Digital

Ejercicio Resuelto: Sintesis de Y = A- B + C' en Légica NMOS y en Légica CMOS

— Ejemplo de Clase

Disenar a nivel de transistores la funcién booleana no negada:
Y=A-B+C (5.10)

a) Empleando 1l6gica NMOS con carga NMOS de enriquecimiento. b)) Empleando
logica CMOS estatica complementaria.

Solucion Paso a Paso:

Como la funcion pedida Y = A - B + C no tiene barra de negacién superior, realizamos
en una primera etapa la funcién invertida V, = A- B + C'y le encadenamos en cascada
un inversor en la salida:

» Red PDN (NMOS): El producto A - B corresponde a dos NMOS (N4, Np) en
serie, y la suma +C' coloca dicho brazo en paralelo con el transistor N¢.

» Red PUN en CMOS (PMOS): Por dualidad, P4 y Pp van en paralelo, y el
conjunto va en serie con FPg.

a) En Légica NMOS con Carga Activa b) En Légica CMOS Complementaria
Vbp

Vbp

Ejercicio Resuelto: Sintesis de Puerta CMOS de 8 Transistores: Y = (A+ B)-C + D

Disefiar a nivel de transistores la puerta estatica complementaria CMOS que implementa
directamente la funcién booleana negada:

Y=(A+B)- C+D (5.11)
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Vbp
D %H
%

i

A B—]

Justificacion Topoldégica:
- Red PDN (4 NMOS): N4 || Np (suma A + B) en serie con N¢ (producto por C),
y todo ello en paralelo con Np (suma +D).

- Red PUN (4 PMOS): P4 en serie con Pg, este bloque en paralelo con Pg, y el
conjunto en serie con Pp hacia Vpp. Total: 8 transistores.

Ejercicio Resuelto: Sintesis de Y = A- B+ C - (D + E) — Examen Enero 2020 FFT

Realizar la funcién légica Y = A- B+ C - (D + E): a) Con légica NMOS con carga
NMOS de enriquecimiento. b) Con légica CMOS complementaria.

Solucion Paso a Paso:

La funcién tiene 5 entradas {4, B,C, D, E'} y no estd negada, por lo que sintetizamos
primero Y = A- B+ C - (D + E) y anadimos una etapa inversora a la salida:

» Red de Pull-Down (NMOS, comin a ambos apartados): Rama 1 con Ny
y Np en serie (A - B), conectada en paralelo con la Rama 2 formada por N¢ en
serie con el paralelo (Np || Ng) que realiza C - (D + E).

» Red de Pull-Up en CMOS (PMOS): Por dualidad de De Morgan, el bloque
superior (P4 || Pg) se conecta en serie con el bloque inferior formado por Po en
paralelo con la rama (Pp en serie con Pg).
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a) Implementacién en Lé%/ica NMOS con Carga de Enriquecimiento
DD

J:{ Vbp

A 7C—| Y
5 D E—|
1

b) Implementacién en Légica CMOS Complementaria (12 Transistores)

|

c— D —

|
. :‘ Vbp
]

Ejercicio Resuelto: Sintesis de Y = A+ B - (C'+ D) — Examen Enero 2019 FFT

Realizar la funcion légica Y = A+ B - (C + D): a) Con légica NMOS con carga NMOS
de deplexion. b) Con légica CMOS complementaria.

Solucion Paso a Paso:

Sintetizamos en la primera etapa Y = A+ B - (C' + D) y colocamos un inversor en la
salida:

» Red PDN (NMOS): El transistor N4 va en paralelo con la rama formada por
Np en serie con el paralelo (N¢ || Np).

= Red PUN en CMOS (PMOS): El bloque superior formado por Pp en paralelo
con la rama (P en serie con Pp) se conecta en serie con Pj.
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a) Implementacién en‘};()gica NMOS con Carga de Deplexion
DD

T Vbp

L

b) Implementacién en Légica CMOS Complementaria (10 Transistores)

l

B c—

Vbp

Ejercicio Resuelto: Calculo de Margenes de Ruido, Fan-Out y Disipaciéon de Potencia

Una familia légica digital alimentada a Vpp = 3,3 V presenta los siguientes pardametros
garantizados por el fabricante: Vog =3,0V, Vor =02V, Vig =20V, Vi =08 V;
corrientes maximas de salida |Ipg| = 400 pA, Ipr, = 8 mA y corrientes de entrada
|Irg| = 20 pA, |I7z] = 0,4 mA. La capacidad de carga equivalente en la salida es
Cr = 20 pF, conmutando a una frecuencia f = 50 MHz, con tiempos de propagacién
togr = 1,808y tprg = 2,2 ns.

a) Calcular los margenes de ruido en nivel alto y bajo (NMg, NMp) y el margen
de ruido global.

b) Determinar el factor de carga o abanico de salida (Fan-Out).

c) Calcular el tiempo de retardo medio t,, la potencia dindmica disipada Pp y el
producto retardo-potencia PDP.
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Soluciéon Paso a Paso:

a) Méargenes de ruido:

NMyg=Vog—Vig=30V-20V=10V (5.12)
NMp, =V, —Vor=08V-02V=06V — NM =min(1,0;0,6) =0,6 V
(5.13)

b) Factor de carga (Fan-Out):

]IOH\J 400 pA {IOLJ 8 mA ,
FOp = = =20 FOL = = =20 = FO = y
H \\‘I[H’ 20 p.A ’ L ’I]L‘ 0,4 mA HllIl(
(5.14)
¢) Retardo de propagacion, potencia dindmica y PDP:
t t 1,8+22
ty = pHL—; pLH _ = —; "~ =20 ns (5.15)
Pp=Cp-VEp-f=(20x10"12F) x (3,3 V)2 x (50 x 10° Hz) = 10,89 mW
(5.16)

PDP = Pp -t, = (10,89 x 1073 W) x (2,0 x 107 s) = 21,78 pJ (5.17)

0,20) = 20 puer
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Tema 6

Amplificadores Operacionales y Conversion de
Senales

Metadatos del Tema y Fuentes:

Asignatura: Fundamentos Fisicos y Tecnoldgicos (1.2 Grado en Ingenierfa Informética, UGR).
Profesor: Pedro Cartujo (Departamento de Electrénica y Tecnologia de Computadores).
Bibliografia de Referencia: Franco, S., Design with Operational Amplifiers and Analog

Integrated Circuits, McGraw-Hill; Sedra, A. S., Smith, K. C., Circuitos Microelectrénicos,
Oxford University Press.

Contenido: El amplificador operacional real e ideal, modelo equivalente interno, curva de
transferencia y limites de saturacién, realimentacion negativa (cortocircuito virtual) y positiva,
catélogo completo de configuraciones lineales y no lineales deducidas por Kirchhoff, conversién
A/D y D/A, y coleccién completa de ejercicios resueltos paso a paso.

6.1 EI Amplificador Operacional y el Cortocircuito Virtual

El amplificador operacional (denominado habitualmente Op-Amp o AQO) es un cir-
cuito integrado analdgico de acoplamiento directo, constituido internamente por decenas de
transistores, resistencias y fuentes de corriente integradas, que ofrece una ganancia de tensién
diferencial extraordinariamente elevada. Su nombre histérico proviene de su concepcién
original en los computadores analdgicos para ejecutar operaciones matematicas sobre senales
de tensién (suma, resta, multiplicacién por una constante, integracién y derivacién).

6.1.1 Terminales, Simbolo Circuital y Modelo Equivalente Interno

El amplificador operacional posee cinco terminales fundamentales desde el punto de vista
circuital externo:

» vt (Entrada No Inversora): Terminal marcado con el signo +. Una senal aplicada en
este terminal produce a la salida una tensién en fase (del mismo signo).

» v~ (Entrada Inversora): Terminal marcado con el signo —. Una senal aplicada en este
terminal produce a la salida una tensién desfasada 180° (de signo opuesto).

» v, (Terminal de Salida): Proporciona la tensién amplificada medida respecto a la
referencia comin (masa o tierra).

s +Voe (0 Vpos) ¥ —VEE (0 Vieg) (Terminales de Alimentacién DC): Suministran la
energia eléctrica continua necesaria para polarizar los transistores internos del circuito

123
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integrado (tipicamente +15 V o £12 V). Estos terminales imponen los limites fisicos de
excursién de la salida (tensiones de saturacion +Viae v —Viar):

—Visat L vo < +Vsur (donde + Visat = VCC y — Voat = _VEE) (61)

En su region lineal de operacion, el comportamiento interno del amplificador operacional
se modela mediante una resistencia de entrada diferencial R; conectada entre v y v,
y una fuente de tensién controlada por tensién de valor A,(v" —v7) en serie con una
resistencia de salida R,:

Simbolo Circuital Externo Modelo Equivalente Interno

Fo
~

+Vee (+15V) :

v~ (Inversora)

v (No inversora)

+ /{j‘tv

—Ver (-15V) |

6.1.2 Curva de Transferencia en Lazo Abierto y Aproximacion ldeal

Si representamos la tensién de salida v, en funcién de la tensién diferencial de entrada
vg = vt — v~ cuando el operacional trabaja sin red exterior (en lazo abierto), se distinguen

tres regiones:
1. Regién Lineal Estrecha: Para diferencias [vT —v7| < %, la salida es directamente

proporcional a la entrada diferencial:
v, = Ap(vT —v7) (6.2)

Dado que A, es del orden de 10° a 105 V/V, la pendiente en el origen es practicamente
vertical.

2. Saturacion Positiva (+Vie 0 Vpos): Cuando vt —v™ > %, la salida queda recortada
en su techo de alimentacién + V.

3. Saturacién Negativa (—V4: 0 Vjeq): Cuando vt—vT < %‘Z‘”, la salida queda recortada
en su suelo de alimentacion —Vig:.

Saturacién positiva

+‘/sat (‘/;)OS) ”””””””” N

Zona lineal: pendiente A, — oo

vg=v" —v~

-t--—-—-————-------- - ‘/sat (Vneg)

Saturaciéon negativa
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Definicion: Caracteristicas del Amplificador Operacional Ideal

Para el analisis de circuitos electrénicos utilizamos el modelo ideal del amplificador
operacional, definido por las siguientes condiciones limite:

1. Ganancia de Tensién Diferencial Infinita: A, — oo (en un operacional comer-
cial real tipico, A, ~ 105 — 10).

2. Resistencia de Entrada Infinita: R; — oo (en tecnologia bipolar R; ~ MQ y en
tecnologia CMOS/JFET R; ~ 10'2 Q). Como consecuencia directa, las corrientes
que entran a los terminales inversor y no inversor son estrictamente
nulas:

it =0, im=0 (6.3)

3. Resistencia de Salida Nula: R, = 0 2, de modo que la tensién de salida
vo = Ay(vT —v7) no cae al conectar cargas exteriores.

4. Ancho de Banda Infinito (BWW — o) y Rechazo al Modo Comun Infinito
(CMRR — o0): Amplifica por igual cualquier frecuencia y responde exclusivamente
a la diferencia (vt —v7).

J

6.1.3 Realimentacion Negativa vs. Realimentacién Positiva y Cortocircuito
Virtual

Se denomina realimentacion (feedback) a toda red que establece una conexién entre el
terminal de salida v, y alguno de los terminales de entrada del operacional:

» Realimentacién Negativa (Estabilizadora — Opera en Zona Lineal): La salida
v, se reconecta a la entrada inversora v~ (por ejemplo, mediante un divisor resistivo
R; — R3). Con el paso del tiempo, el lazo corrige cualquier desequilibrio hasta forzar la
igualdad de potenciales v~ = v™:

Siv” >0v7 = (vT—v7)<0 = v, )= v~ = (v —v7)+ = equilibrio v" = v~
- +

Siv - <ot = (T —v7)>0 = v, = v = (v —v") | = equilibrio v = v~

» Realimentacién Positiva (Regenerativa — Lleva a Saturacién): La salida v, se
reconecta a la entrada no inversora v™. En este caso no se igualan v~ y v™; cualquier
pequena diferencia inicial se amplifica regenerativamente hasta saturar la salida en +Voo

o —Veoco:
Siv™ >0t = (v' —v7) = v, selimitaa — Voo
Siv- <vt = (T =0 )>0 = v, = vi = (v —v7 )1t = v, se limita a + V¢

Cuando un amplificador operacional ideal dispone de realimentacién negativa y su
salida se mantiene dentro de los limites lineales (—Vsqr < v, < +Viat), €l cociente finito
entre la salida y la ganancia infinita obliga a que la tension diferencial de entrada sea

nula:

+

v —vT = ) Avmroo, 0 = vi=v" (6.4)

Ay

Este fenémeno recibe el nombre de cortocircuito virtual: ambos terminales estan
exactamente al mismo potencial eléctrico (v = v™) pero sin que circule corriente entre
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ellos (i =4~ = 0). Si ademds uno de los terminales est4d conectado directamente a
tierra (0 V), el otro terminal queda a 0 V sin estar fisicamente conectado a masa, lo
que se denomina masa virtual.

6.2 Configuraciones Lineales Basicas con Op-Amp

A continuacién se deducen paso a paso, aplicando las leyes de Kirchhoff y las dos reglas
de oro del operacional ideal (v = v~ e i = i~ = 0), todas las configuraciones lineales
fundamentales del temario.

6.2.1 1. Amplificador Inversor

La tensién de entrada V; se aplica a través de la resistencia R; al terminal inversor (v™),
mientras que la resistencia de realimentacién Rs conecta la salida V,, con v~. El terminal no
inversor se conecta directamente a masa (V' =0 V).

Ry
Ry .-
Vio II II > —
I S v
Iy
» Condiciones ideales (masa virtual): Como hay realimentacién negativa, V- =V =

0V,el~ =It=0.

» Ley de las Corrientes de Kirchhoff (LCK) en el nodo inversor: Toda la corriente
I, que llega por R; debe continuar por Ry hacia la salida:

Vi-V- V-V,

= = P T (65
= Sustituyendo V~ =0 V:
W ‘/;) R2 Vo R2>
- __9 V,=——V; AU:—:—f 6.6
Ry Ry - Ry ( Vi Ry (6.6)

» Resistencia de entrada del circuito: Como el nodo V™~ esta a masa virtual (0 V), la
resistencia equivalente que ve el generador V; es exactamente R;, = % =R;.

6.2.2 2. Amplificador No Inversor

La sefial de entrada V; se aplica directamente a la entrada no inversora (V). La red de
realimentacién negativa estd formada por el divisor resistivo Ry (entre V'~ y masa) y Ro
(entre V'~ y la salida V,).
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Condiciones ideales: Por cortocircuito virtual, V- =VT =V;, con I~ = I" = 0.

LCK en el nodo inversor: Aplicando el balance de corrientes entre la rama a masa (R;)
y la rama de realimentacién (Rs):
0o-v- V=1,
R R

(6.7)

Sustituyendo V~ = V; y despejando V,:

Vi Vi V, Vo 1 1 Ry
R ] G V,=(1+2)v| (68
Ry Ry R - Ry (Rz+R1) — < +R1) (6.8)

Propiedades clave: La ganancia A, = 1 + g—f > 1 es siempre positiva (no invierte la
fase) y la resistencia de entrada vista por V; es idealmente infinita (R;, — oo, puesto que
IT™=0).

6.2.3 3. Seguidor de Tension (Buffer de Ganancia Unidad)

Es el caso limite del amplificador no inversor cuando se hace Ry = 0 € (cortocircuito
directo entre la salida y la entrada inversora) y R; — oo (circuito abierto a masa):

Vo=Vi (A, =1) (6.9)

Importante / Ojo Examen: Utilidad del Seguidor de Tension como Adaptador de

Impedancias

Aunque no amplifica en tensién (A, = 1), el seguidor ofrece una impedancia de entrada
infinita (R;, — o0, no consume corriente de la fuente previa) y una impedancia de
salida nula (R, = 0, capaz de entregar corriente a la carga sin caida de tensién). Se
utiliza para aislar etapas y eliminar el efecto de carga.

6.2.4 4. Sumador Inversor y Sumador No Inversor
a) Sumador Inversor

Varias seniales de entrada Vi, Vs, ..., V), se aplican a través de sus respectivas resistencias
Ri,Rs, ..., R, al nodo comtn de la entrada inversora V—, mientras que V™ =0 V.
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Rp

—1

Vi

N

Aplicando LCK en el nodo inversor con la condicién ideal de masa virtual (V= =V*1 =
0V):
ViV W%-Vo V-V, (v1 v2>
= = |Vo=—Rp|—=—+ = 6.10
R R Rp "\’ TR, (6.10)
Para n entradas: V, = —Rp Y 1_; g—’;. En el caso particular en que todas las resistencias sean

iguales (R; = Ry = Rp), resulta V, = —(V1 + V3).

b) Sumador No Inversor

Las sefiales V; y Vs se aplican mediante Ry y Rs al terminal no inversor (V' 1), mientras

que la red inversora incorpora el divisor Rg — Rp:

Rp

—1

Rs

v o,

Vo
Ry

= En el terminal no inversor (I = 0):

WVt Vi-Ve . RVt RiVa

=V~
Ry Ry R1 + Rs

Ip1 = Ipy =

= En el terminal inversor (I~ = 0):

0o-V~— V—-1V, Rr _
- V,=(1+ 5 v
Rs Rr (+Rs)

= Sustituyendo V'~ se obtiene la ecuacién general del sumador no inversor:

RF) <R2V1 —I—R1V2>
Vo=|14 5| | —5—5—
< Rgs R+ Ry

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Si se eligen resistencias simétricas Ry = Ry y Rp = Ry, los factores (14+1) =2y 1 se

cancelan y resulta la suma pura sin inversién: V, = Vi + Va.

2
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6.2.5 5. Amplificador Diferencial (Restador)

Permite amplificar la diferencia entre dos sefiales de entrada Vi y Va:

Ro
1
L 1
1 J—
el
40‘/;)
Vs B +

Ry

Kirchhoff en el punto A (V): Como I = 0, las resistencias R3 y R4 forman un divisor
de tension:

Vo—-V+T VT Ry _
Ipg=Ipy — ——— = — — +:(>V:V 6.14
R3 R4 R3 R4 R3 —|—R4 2 ( )
» Kirchhoff en el punto B (V~): Como I~ = 0:
| 2 A Rz) _ R
Ip1 = Ipy — = = V,=(1+—=— |V — —V 6.15
R1 R2 7 7 ( + R "y (6.15)
= Sustituyendo la expresion de V'~
Rz) ( Ry ) Ry
Vo=(14+=2) (2 | Vo — =2V 6.16
( Ri)\Rs+Rs) > R (6.16)
= Caso de puente resistivo equilibrado % = %, por ejemplo R; = R3 y Ry = Ry):
v, = 220y, _ ) (6.17)
Ry

6.2.6 6. Integrador Inversor y Derivador Inversor

Al sustituir una de las resistencias del amplificador inversor por un condensador C, se
obtienen operadores dindmicos en el dominio del tiempo:
a) Integrador Inversor

La resistencia R se sitia en la entrada y el condensador C' en el lazo de realimentacion
negativa:

C

e

ir(t) L ou(t)
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ConV-=Vt=0Ve ig(t) =ic(t):

vi(t) — 0 d(0 — v,(t du,(t 1t

Z(])% =C ( dtO( ) = _Cdozf ) = |vo(t) = “RO vi(T) dT + 1,(0) (6.18)
En régimen permanente sinusoidal (Zg = JO%C), su funcién de transferencia fasorial es
H(jw) = —jw% (comportamiento pasa-bajos con polo en el origen).

b) Derivador Inversor

El condensador C' se ubica en la rama de entrada y la resistencia R en el lazo de
realimentacion:

B ip(t)

—1_

ic(t) ot

Con V- =Vt =0Veic(t)=ir(t):

dvi(t) 0 —wv,(t)
d¢ R

d’UZ' (t)

ic(t) = C -

vo(t) = —RC (6.19)

6.2.7 7. Configuraciones No Lineales: Comparador y Disparador de Schmitt
a) Comparador Basico en Lazo Abierto

Sin realimentacion, el operacional compara instantdneamente las tensiones en sus entradas

VtyV—:

‘/;'ef

‘/o S {+‘/17037 _Vneg}
Vin

Vos ‘/;a .V:L'n>‘/7‘e <~ V; _‘/;’e >0

_Vneg (_Vsat) si ‘/zn < V;'ef — (V; - ‘/'r’ef) <0

b) Disparador de Schmitt (Schmitt Trigger) con Realimentacion Positiva

Para evitar conmutaciones erraticas producidas por el ruido cuando V; cruza el umbral
de referencia, se introduce realimentacién positiva hacia el terminal V* mediante las
resistencias R; y Re (pudiendo acotar la salida con dos diodos Zener Dj, Dy en antiserie):

% - R
II | oV,
o

+ Dy

Viepo—{___] {1 Dy

Ry Ry
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El circuito presenta dos tensiones umbral distintas (Vg para subida y Vpp para
bajada), creando un ciclo de histéresis que inmuniza al comparador frente al ruido de alta
frecuencia.

6.3 Conversion Analégica-Digital (A/D) y Digital-Analégica (D/A)

Los sistemas digitales y computadores procesan palabras binarias discretas en tiempo
y amplitud, mientras que las magnitudes del mundo fisico (temperatura, presién, sonido,
tensién) son sefiales analdgicas continuas. Los convertidores A/D (ADC) y D/A (DAC)
constituyen la interfaz entre ambos dominios.

6.3.1 Diagrama de Bloques y Etapas de la Digitalizacion (Conversion A/D)

v (75) 1. Muestreo 2. Cuantificacién 3. Codificacion b bib
@ —>| y Retenciéon [——| (2" niveles, |— Binaria n-l--- . 1 0
(Analdgica) (fs = 2fmaz) A = Vig/2") (n bits) (Palabra Digital)

1. Muestreo (Sampling) y Teorema de Nyquist-Shannon: Discretiza el eje temporal
tomando muestras cada periodo Ty = 1/ fs: x[k] = x(kT5).

Ley / Teorema: Teorema del Muestreo de Nyquist-Shannon

Para poder reconstruir sin pérdida de informacién una senal analégica limitada en
banda cuya componente de frecuencia maxima sea fi,qz, la frecuencia de muestreo
fs debe cumplir:

fs > 2fmaac (621)

A la frecuencia critica fy = 2fnae Se la denomina tasa de Nyquist. Si fs < 2fimaz,
los espectros periédicos se solapan provocando distorsion irreversible por aliasing
(solapamiento espectral).

J

2. Cuantificacién (Quantization): Discretiza el eje de amplitudes asignando cada muestra
analégica a uno de los N,;, = 2" escalones disponibles en un convertidor de n bits con
rango de fondo de escala Vrg (Full Scale):

Vs . Vs
A:LSB:? (oblenA:2n_1) (6.22)

La diferencia entre el valor continuo real y el nivel discreto asignado introduce un error
de cuantificacién acotado por [eg| < 5.

3. Codificaciéon Binaria: Asigna a cada uno de los 2" niveles cuantificados su representacién
unica en binario natural o complemento a 2 de n bits (b,—1b,—2...b1bo).

6.3.2 Convertidores Digital-Analégicos (DAC) con Amplificador Operacional
1. DAC de Resistencias Ponderadas

Consiste en un sumador inversor cuyas resistencias de entrada siguen una progresién
geométrica de potencias de dos (R,2R,4R,8R,...,2" ' R), gobernadas por conmutadores
electrénicos activados por cada bit by € {0,1} (donde b,,—; es el MSB y by es el LSB):
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R; = R/2

b3Vier (MSB)
boViyey
b1Vies
boVyer (LSB)

o

1

bs by b by ) Ry 5 by,
Vo= =RV, — 4+ —+—=|=—=V —— 6.23
! f(R+2R+4R+8R R szz;)z?»—k (6.23)

Limitacién practica: Para resoluciones altas (p.ej. n = 12 o 16 bits), la relacién entre la
resistencia del LSB (2" !'R) y la del MSB (R) es enorme, haciendo inviable su fabricacién
precisa en circuitos integrados.

2. DAC de Red en Escalera R—-2R

Resuelve el problema de tolerancias empleando inicamente dos valores de resistencia
(R y 2R). En cada nudo de la escalera la resistencia equivalente vista hacia la izquierda o
hacia el nudo inversor es siempre 2R, dividiendo exactamente por 2 la contribucién de cada
bit sucesivo:

R; = 2R
]
| I
40‘/;)
+
(LSB) s (MSB)
_ by (b2 b bo) k—n
Vo= _V;“ef(2 + 4 + 3 + > refzbk2 (6'24)

6.4 Ejercicios Resueltos Paso a Paso de Amplificadores Operacio-
nales

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 1: Amplificador con Fuente Flotante

Una fuente de tensién Vy sin conexién directa a tierra se denomina fuente flotante.
Este tipo de senal puede amplificarse a través del circuito de la figura, donde las dos
resistencias conectadas en serie con la fuente valen R, la resistencia entre el nodo A
(V1) y tierra vale Ry, y la resistencia de realimentacién entre el nodo B (V™) y la
salida V,, también vale Ry. Determinar paso a paso la tensién de salida V,, en funcion
de V y la ganancia del circuito.
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Esquema Circuital y Malla de Entrada:

Solucion Paso a Paso:

1) Cortocircuito virtual en la malla de la fuente flotante: Como el amplificador
operacional tiene realimentacién negativa ideal, I = I~ = 0 y los potenciales de los
nodos A y B son idénticos (V4 = Vg). Por tanto, entre los nodos A y B la caida de
tension es nula (Vp — V4 = 0), cerrando una malla formada por la fuente V; y las dos
resistencias R; en serie. La corriente I que impulsa la fuente V es:

Vi

Vi=I1-Ri+1 -R =2RI = [=
f 1+ 1 1 2R

(6.25)
2) Célculo de la tensién V4 = Vp aplicando la Ley de Ohm en la rama inferior:
Como al terminal no inversor no entra corriente (I = 0), la corriente I que entra en
la fuente flotante por su terminal negativo procede integramente desde tierra (0 V) a
través de la resistencia Ry inferior:

Ry

0-Va=I Ry = Vay=—-1 -Ry=— R,

—V;=Vp (6.26)
3) Célculo de la tensién de salida V, en la rama superior: Como tampoco entra
corriente al terminal inversor (I~ = 0), la misma corriente I que sale de la fuente por

la resistencia R; superior hacia el nodo B contintia por la resistencia de realimentacién
R5 hacia la salida V:

Ry . Ry Ry

Vg—V,=I-Ry — V,=Vg—1I-R 2y 2y 2y 6.27
B = Yo 2 °o= VB 27 T9r T oR T T TR Y (6:27)
R2 Vl) R2
V, = — 2y — Ay=2=_"2 6.28

R Vi R (6.28)

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 2: Dos Amplificadores Operacionales en Cascada (Inversor

+ Sumador Inversor)

En el circuito de dos etapas en cascada de la figura, el primer amplificador operacional
recibe una tensién de entrada de —0,6 V a través de una resistencia de 1 k) y tiene una
resistencia de realimentacién de 3 k). Su salida V] ataca a través de una resistencia
de 2 k2 al nodo inversor de un segundo operacional, al cual también se conecta una
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tension de +0,5 V mediante una resistencia de 1 k€). La resistencia de realimentacién
del segundo operacional es de 2 k). Calcular paso a paso las tensiones V; y V5.

Esquema Circuital de las Dos Etapas en Cascada:

3kO 2k
—L_ F— 1x0 L]
1kQ 40,5V o+
—0,6Vo—[ ] - ﬁ ] -
+ " + "
L] L]

Solucion Paso a Paso:

1) Etapa 1 (Amplificador en configuracién inversora): Aplicando la relacién del
amplificador inversor con R, 1 =1kQy Ryq = 3 ki
Ry, (3 kQ)

LT T R i) (COEV) =+L (6.29)
2) Etapa 2 (Sumador inversor): El segundo operacional suma de forma inversora
la tensién +0,5 V (por 1 k2) y la salida de la primera etapa V4 = +1,8 V (por 2 k),
con resistencia de realimentacién Rp = 2 k(2. Aplicando LCK en el nodo inversor del
segundo operacional (V~ =0 V):

05V 18V 1 10+18 W

k0 T2k - 20 2 5 &30
05 18y __
Vs = —2 kO (m + m) — 2.(05409) =28V (6.31)

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 3: Dos Operacionales Inversores en Cascada con Reali-

mentacion Global R/

En el circuito de la figura, una fuente de tension vs con resistencia serie Rs = 1 k)
alimenta el nodo B (de tensién v1). A partir de vy se conectan en cascada dos etapas
inversoras: la primera tiene resistencia de entrada 5 k() y resistencia de realimentacion
9 kQ (salida v2), y la segunda tiene resistencia de entrada 1,2 kQ y resistencia de
realimentacion 6 k(2 (salida final v,). Ademaés, existe una resistencia de realimentacién
global R; entre la salida final v, y el nodo v;. Hallar las tensiones v1,v2,v, y las
corrientes is,141,7 en funcién de vy para:

a) Ry = oo (lazo global abierto).
b) Ry =40 kQ.

Esquema Circuital Completo:
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if By
|
— 6 kO
1
R,=1k(); | —
B (v B —

Solucion Paso a Paso:

En primer lugar, como ambos operacionales estdn en configuracién inversora (sus
entradas inversoras estdn a masa virtual 0 V), las relaciones entre vy, vy y v, son

siempre:
9 k2
e —1,8v; (6.32)
6 k2 9
Y = —1,2 kag = —bvy=-H <—5U1) =+9u; (6.33)

Apartado a) Para Ry = oco: Al estar Ry en circuito abierto, la corriente de realimen-
tacion global es nula (iy = 0). Como la entrada inversora del primer operacional esta
a masa virtual (0 V), las resistencias Rs = 1 k2 y 5 kQ2 quedan en serie hacia masa
virtual, formando un divisor de tensién:

Vs Vs 5 kO 5
1kQ+5kQ 6k v (634)

L=t T1KQ+5KkQ° T 6

Sustituyendo v; en las ganancias de cada etapa:

975 3 6 3 15
v2 =g <6US> =5V = —1,5vs, Vo = ——=UV2 = —9d <—21)S> = —i—?vs = +7,5v;
(6.35)

(Nota: en el manuscrito original se arrastro el signo negativo al multiplicar —% . (—%)
escribiendo —7,5vs; algebraicamente el producto de dos etapas inversoras da ganancia

positiva +7,5vs ).

Apartado b) Para Ry =40 kQ (if # 0): Aplicamos LCK en el nodo B (v1), donde
is + if =11

vs—v1  Uo—v1  v1—0
1kQ T A0kQ  5kQ (6.36)

Multiplicando toda la ecuaciéon por 40 kQ2:

40(vs — v1) + (Vo — v1) = 8v; = 40vs — 40v1 + v, — v1 = 8uy (6.37)

Sustituyendo la relacién de las dos etapas en cascada (v, = 9v1):

40v5 — 40v1 + v — v = 81 = 40vs = 40v; — (6.38)

Por consiguiente, las demas tensiones e intensidades resultan ser:

9 . Us—U , , v v
vp=—gvs, Vo=, s = imlzo, if =i = ——=—>| (6.39)
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Ejercicio Resuelto: Ejercicio 4: Integrador Inversor con Entrada Sinusoidal

En un circuito integrador inversor con Op-Amp ideal se tiene R = 1 k), C =1 pF
y una senial de entrada v (t) = sin(2000¢) V. Asumiendo que el condensador parte
descargado en el instante inicial, v2(0) = 0 V, encontrar la expresién temporal de la
tension de salida vo(t) para t > 0.

Solucion Paso a Paso:

1) Por cortocircuito virtual en el integrador inversor (Vt =V~-=0V)e It =1~ =0:
, , v1(t) d(0 — va(t)) dva(t)
_ _ _ 4
ig(t) =ic(t) = 7 C o C e (6.40)

2) Integrando entre 0y ¢ con RC = (1x 103 Q)-(1x 1076 F) = 1073 s y w = 2000 rad/s:

I 1 c0s(20007) 7
va(t) — v2(0) = “RC sin(20007) dr = ~10=3 {— T L (6.41)
1
va(t) = 2888 [cos(2000t) — cos(0)] =|0,5[cos(2000t) — 1] V (6.42)

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 5: Comparador con Realimentacion Positiva (Ciclo de

Histéresis)

Analizar el circuito comparador con realimentacién positiva de la figura y dibujar su
funcién de transferencia con histéresis. El operacional satura en +10 V y —10 V, tiene
su entrada inversora conectada a masa (V~ =0 V), la senal V; se aplica a VT a través
de Ry = 24 kQ, y la resistencia de realimentacién entre VT y V, es Ry = 48 k().

Esquema Circuital y Lazo de Histéresis:

Ro=48k)
L | Y%
+10V
R1=24kQ +10V
Vi ¥ .
DS 4 V;
B ° +5V
L A
—~10V

Solucion Paso a Paso:

1) Expresion del potencial V*t: Como I = 0, la corriente por R; es igual a la
corriente por Ry:

V; B V+ V+ B ‘/o + + + 2‘/1 + ‘/o
O - mml = MMV =V -V = v =T (64)
2) Barrido ascendente (partiendo de V; < 0, con V, = —10 V): El comparador
conmutard a +10 V cuando V' alcance el potencial de V= =0 V:
2V; — 10
Vi=""_""=0= Vpg =45V (6.44)

3
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Para V; > +5 V, la salida pasa a V, = +10 V.

3) Barrido descendente (regresando desde V; > 0, con V, = +10 V): Ahora
V, = +10 V, por lo que la conmutacién de vuelta a —10 V ocurrird cuando V™ =0 V:

2V +10

V+
3

=0 = Vop=-5V (6.45)

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 6: Conversion de Onda Sinusoidal a Cuadrada y Triangular

(Comparador + Integrador)

En el circuito de la figura, una senal sinusoidal v;(t) = 1sin(wt) V de frecuencia
f = 100 kHz ataca a un primer operacional conectado como comparador en lazo
abierto (con limites de saturacion £12 V.y V= =0 V), cuya salida V4 alimenta a un
integrador inversor con resistencia R y condensador C' = 10 nF. Sabiendo que en t = 0
es v,(0) = +1 V, calcular el valor de R para que la senal triangular de salida v,(t)
oscile simétricamente entre +1 Vy —1 V.

Esquema Circuital (Comparador + Integrador):

C=10nF

Lo v,(t)

Solucion Paso a Paso:

1) Periodo y salida del comparador (Vy4): El periodo de la senal de entrada es
= % = m = 10 ps, luego cada semiperiodo dura T'/2 = 5 ps. Durante el primer
semiperiodo ¢ € (0,7/2), es v;(t) > 0 V, por lo que el comparador satura positivamente
entregando una tensién constante V4 = +12 V (en el segundo semiperiodo entrega
V4 = —12 V, formando una onda cuadrada de +£12 V).

2) Integracion en el semiperiodo [0,7'/2]: La ecuacién del integrador inversor es:
1 T/2

w(T/2) =55 |

Vg dt + v,(0) (6.46)

Para que v,(t) descienda linealmente desde v,(0) = +1 V hasta v,(7/2) = —1 V en el
intervalo 7/2 = 5 ps:

1 T 12-5 ps

_12V.5x107°%s

R_2V-10><10—9F

=3x10° Q=3kQ (6.48)
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Ejercicio Resuelto: Ejercicio 7: Sumador-Inversor con Chequeo de Saturacion —

Examen UGR

Un amplificador operacional ideal esta alimentado simétricamente con Voo = £15 V
(Vsat = £14 V). Dispone de una resistencia de realimentacién R ¢ = 20 kQ conectada a la
entrada inversora, mientras la entrada no inversora estd conectada a masa (V* =0 V).
Al nudo inversor se aplican dos tensiones mediante sendas resistencias: V3 = 4+2 V a
través de 1 = 10 k2, y Vo = —3 V a través de Ro = 5 k).

a) Calcular la tension de salida V.

b) Si se modifica la senal 2 pasando a V5 = —6 V, determinar la nueva tensién de
salida indicando si el operacional satura.

Esquema Circuital del Sumador Inversor:

R =20k
—1
R1=10kQ
Vi=+2V 5y
Va —oV,
Ro=5k i +_15V

Soluciéon Paso a Paso:
a)Con Vi =42VylVo=-3V:

Vi V2> ( 2 —3)
Vo= —Ry (b + 22 ) = =20 (= + =2) = ~20(0,20-0,60) = —20(—0,40) = +8,0 V
! (R1 "R T ( ) (7040) =+

(6.49)
Como |V,| =8,0 V < Vi = 14 V, trabaja en régimen lineal sin saturacién.
b) Con Vo = —6 V:
2 —6
Vi caloulado = —20 <E + ?) = —20(0,20 — 1,20) = —20(—1,00) = +20,0 V (6.50)

Como +20,0 V > +Vs: = +14 V, el amplificador entra en saturaciéon positiva:

(Vo =+Viar = +14,0 V| (6.51)

Ejercicio Resuelto: Ejercicio 8: Integrador Inversor ante Entrada Escalonada

Un circuito integrador inversor con Op-Amp ideal dispone de R = 50 k2 y C = 2 pF,
con tensiones de saturaciéon +12 V. El condensador estd inicialmente descargado
(V5(0) =0 V). En ¢t = 0 se aplica una tensién escalén constante V; = 42 V.

a) Hallar la expresién temporal de V,(¢) en régimen lineal y la pendiente de la
rampa.

b) Determinar el tiempo que tarda la salida en alcanzar la saturacién negativa.
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Soluciéon Paso a Paso:

a) La constante de tiempo integradora es RC = (50 x 103 Q) x (2x 1076 F) = 0,10 s =
100 ms. Para una entrada constante V; = +2 V:

1 ¢ \% 2 dv,
(#) = ——= [ Vidr +V,(0) = ——t=———t=—20t V =-20V
Vol?) R(J/o THVel0) =~ %6 = 010 <dt /S>
(6.52)
b) Alcanza la saturacién negativa cuando V,(tsat) = —Viear = —12 V:
12
—20t50t = —12 = |tsar = 20 = 0,60 s = 600 ms (6.53)
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Tema 7

Coleccion de Examenes Oficiales Resueltos Pa-
so a Paso

Metadatos del Tema y Fuentes:

Asignatura: Fundamentos Fisicos y Tecnoldgicos (1.2 Grado en Ingenierfa Informética, UGR).
Profesor: Pedro Cartujo (Departamento de Electrénica y Tecnologia de Computadores).

Contenido: Resolucion integra, detallada y paso a paso de los Exdmenes Parciales Oficiales
(Parcial 1: Electromagnetismo y Circuitos DC/AC; Parcial 2: Familias Logicas NMOS/CMOS,
Redes de Diodos y Amplificadores Operacionales Acoplados), incluyendo todos los diagramas
circuitales y métodos alternativos de resolucién.

7.1 Examen Parcial 1: Electromagnetismo y Circuitos DC/AC

Ejercicio Resuelto: Parcial 1 — Problema 1: Ley de Ampeére, Campo Magnético y

Fuerza entre Tres Hilos Paralelos

1) Calcular utilizando la Ley de Ampeére la expresion del campo magnético B que
crea un cable conductor rectilineo indefinido por el que circula una intensidad I
a una distancia radial r (o d).

2) Se tienen tres cables conductores rectilineos y paralelos de longitud L = 50 cm =
0,5 m (mucho mayor que la distancia que los separa), situados en el vacio
(po = 41 x 1077 Tm/A), por los cuales circulan corrientes continuas en el mismo
sentido:

Il =2 mA, IQ =4 HlA, 13 =6 mA (71)

a) Calcular los campos magnéticos que producen los cables sobre cada uno de
los otros dos indicando su moédulo, direccién y sentido.

b) Calcular las fuerzas magnéticas netas que se producen debido a estos campos
sobre cada uno de los tres cables, indicando su direccion y sentido, y verificar
la Tercera Ley de Newton.

1) Deduccién del Campo Magnético de un Hilo Rectilineo mediante la Ley
de Ampeére:

La Ley de Ampeére establece que la circulaciéon del vector campo magnético Balo

141
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largo de cualquier linea cerrada amperiana C' es proporcional a la intensidad neta de
corriente I, que atraviesa la superficie delimitada por dicha curva:

f B dl = piolen (7.2)
C
I
_____ B
//”— TN\\‘
R —/df

Curva cerrada amperiana circular de radio r

Tomando como camino cerrado C una circunferencia de radio r centrada en el hilo y
contenida en el plano perpendicular al conductor, por simetria cilindrica el campo B
tiene el mismo moédulo en todos los puntos de la circunferencia y es tangente a ella
(B || df = 6 =0°, cos0° = 1):

L I
f B-dl :f Bdlcos(0°) = 37{ dl = B(2rr) = pol => |B(r) =22 | (7.3)
C C C

- 2r

2) Diagrama Geométrico de los Tres Cables Paralelos en Corte Transversal:

d12 =1lcm d23 = 2cm
H1 ([1 =7 IIIA) H2 (12:4 mA) H;; (13:6 IIIA)
() (o) (o)
® O, (=
—_—> [ —> [, F3 —

Resolucién Numérica Paso a Paso (Caso A: djs =1 cm, dog =2 cm = dj3 =
3 cm):

Considerando las corrientes salientes del plano (+k):

= Sobre el Cable 1 (z = 0): Los cables 2 y 3 se sitian a su derecha y producen en
H, campos dirigidos verticalmente hacia arriba (+7):

pola (4w x 1077) - (4 x 1073)

By = - =8x107°T 4
231 Srdis om- (1 x 10°2) 8 x 10 (7.4)
pols (4w x 1077) - (6 x 1073) 0
Bs ., = - =4x107%T .
70T ondis 21 - (3 x 10-2) x 10 (7.5)
Bl =(8+44)x1078)=+12x10"% Tj = 0,12 pTj (7.6)

Fuerza sobre el cable 1 (ﬁl =T 1E X El, hacia la derecha, atraccién hacia 2 y 3):

|Fi| = LBy = (2x1072 A)-(0,5 m)-(12x1078 T) = 1,2x107'° N (hacia la derecha)
(7.7)
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» Sobre el Cable 2 (z =1 cm): El cable 1 (a su izquierda) crea un campo hacia

abajo (—7) y el cable 3 (a su derecha) crea un campo hacia arriba (+):

poli  (4m x1077) - (2 x 107%)

By = = =4x1078T (- 7.8

1227 ondis 27 - (1 x 10-2) % (=9) (7.8)
pols  (4m x 1077) - (6 x 1073) g ;

572 7 Omdys 27 - (2 x 10-2) % (+9) (7.9)

By=(—446)x10%;=42x10"8 T} (7.10)

Fuerza sobre el cable 2:

|Fy| = LLBy = (4x1072 A)-(0,5m)-(2x 1078 T) = 0,4x 1079 N (hacia la derecha)
(7.11)

» Sobre el Cable 3 (z = 3 cm): Tanto el cable 1 como el cable 2 estdn a su izquierda,
creando campos hacia abajo (—j):

poli (4w x 1077) - (2 x 1073)

Bros = 2rdyy 27 - (3 x 1072) = 1,333 x 107 T (_3) (62
pola  (4m x 1077) - (4 x 1073) _ 5

Baos = 2mdo3 - 27 - (2 x 1072) = 4x 107 T () a8

B3 =—(1,333+4) x1078j = —5,333 x 107 T (7.14)

Fuerza sobre el cable 3:

|F3| = I3LBs = (6x107% A)-(0,5m)-(5,333x10~° T) = 1,6x10"'* N (hacia la izquierd:
(7.15)

~—

Comprobacion de accién y reaccion: Zﬁ =(+1,2+0,4—-16)x 1071 N=0N.

Variante del Manuscrito Original (Caso B: dj2 =1 cm, dos =1 cm = dj3 =

2 cm): Si ambos pares de hilos adyacentes distan 1 cm (dj3 = 2 cm):

= Enel Hilo 1: Byy =8 x 1078 T, By = 210T6J070 — 65 1078 T = B, =
14 x 1078 T (hacia afuera) y Fop1 =0,5-2x 107314 x 1078 = 1,4 x 107!* N (hacia
la derecha).

» En el Hilo 2: Bjy = 4 x 1078 T (hacia adentro), B3y = 12 x 1078 T (hacia
afuera) == Beno = (12 —4) x 1078 = 8 x 1078 T (hacia afuera) y Fep2 =
0,5-4x1073-8x 1078 = 1,6 x 107!° N (hacia la derecha).

» En el Hilo 3: B3 =2 x 1078 T (hacia adentro), Bag = 8 x 1078 T (hacia adentro)
= Bz = 10 x 1078 T (hacia adentro) y Fen3 = 0,5-6 x 107310 x 1078 =
3,0 x 10719 N (hacia la izquierda).

Nuevamente se verifica el equilibrio interno: (1,4 + 1,6 — 3,0) x 1071© N = 0 N.

Ejercicio Resuelto: Parcial 1 — Problema 2: Analisis por Nudos y Balance Completo

de Potencias en DC

En el circuito de corriente continua de la figura:

a) Calcular las tensiones en todos los nodos (a,b,c,d, e, f) aplicando el método
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de los nudos y hallar las intensidades que circulan por cada una de las ramas
(41,42, 13, 14, 95)-
b) Calcular las potencias entregadas o absorbidas por cada una de las fuentes y las

potencias disipadas en las cinco resistencias (R =2 Q, Ro =4 Q,R3=1Q, Ry =
1 Q, Rs =8 ), comprobando que se cumple el balance global de potencia.

Esquema Circuital Completo con sus 5 Resistencias, 3 Fuentes y 6 Nudos

(a...f):

Solucion Paso a Paso:

1) Relaciones de tensién inmediatas y supernudo: Tomando el nodo inferior
como referencia (Vy =0 V):

V,=12V, V—Vy=22V = V,=V;+22V (7.16)

2) Expresion de las corrientes de rama en funcién de V; y V.:

ViV Wy
= = = 1
i5 o 10 Va (7.17)

i3=1i5—1A=V;—-1 (aplicando LCK en el nudo d : i3+ 1 = i5) (7.18)

, Vo—Vo  (Vg+22)—12 V3410
fr— = = -].
" Ry 2 2 (7 9)
. Vo—-Ve Vag4+22-V, Vy+22-V,
= = = 7.20
” = Ry + Ry 4+1 5 (7.20)
. VeV Ve
= = — 7.21
“TTR, B (7.21)
3) Sistema de ecuaciones de Kirchhoff en los nudos b y e:
» En el nudo b (i1 + iz + i3 = 0):
Va+10 Vg+22-1V,
d; ks - +(Vy—1) =0 22 5V, + 50+ 2V, +44— 2V, +10V;— 10 = 0
(7.22)

17V, — 2V, = —84 (7.23)
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» En el nudo e (ia =1 A+ iy):

Vg+22-1V, Ve
%:ng—‘l%svdﬂm—m:m%% (7.24)
8V, — 13V, = —136 (7.25)

4) Resolucién del sistema de tensiones de nudo y corrientes de rama:
Resolviendo el sistema 2 x 2 se obtiene:

(Va=-4V, V.=8V, V,=18V, V,=12V, V.=V.+iRs=10V|(7.26)

Sustituyendo en las expresiones de las intensidades:

ilzﬂ:?)A, ing:2A, ig=-4—1=—-5A, i4=1A, i5=—-4A

2 5
(7.27)

5) Célculo de Potencias y Comprobacién del Balance de Tellegen:

» Potencias disipadas en las resistencias (Pg = I*R):

Pri=iR; =3%-2=18 W, Pry=i2Ry=22.4=16 W, Pp3=isR3=22-1=

Pry = iRy = (—4)>-1=16 W, Pps=iiR5=1>-8=8W

Z Presistencias =18+16+4+16+8=62 W (728)
» Potencias en las fuentes (criterio de generador):
e Fuente V3 = 12 V: La corriente i1 = 3 A entra por su borne positivo, luego

absorbe potencia: Py; =12 V- (=3 A) = —36 W (absorbe 36 W).

e Fuente Vo = 22 V: Como i3 = —5 A, salen 5 A por su borne positivo, luego
entrega potencia: Pyg =22 V- (—ig) =22-5= 4110 W (entrega 110 W).

o Fuente de corriente Iy = 1 A: Impulsa corriente desde e (8 V) hacia d (—4 V),
por lo que: Prg = (Vg —Ve)-Ig=(—4—8)-1=—12 W (absorbe 12 W).

s Verificacién del Balance de Potencias:

Preta fuentes = +110 W —36 W — 12 W = 62 W = ) _ Pregistencias  [OK]  (7.29)

(Nota complementaria: en la variante alternativa donde el punto intermedio ¢ se toma
conV, =14V, R3=5Q entre b ye y Ry = 10 Q, las corrientes son [y =2 A, I, =
1.5 AjIs =2 A1, = —-04 A, Is =1 A y el balance resulta igualmente exacto con
> Pr=8+9+20+1,6+8=146,6 W y Psyministrada =55 W =466 +7,2+12 W).

Ejercicio Resuelto: Parcial 1 — Problema 3: Circuito AC por Nudos, Superposicion

4 W

Transformacion de Fuentes

Determinar los fasores de tensiéon Vi y Vg en el circuito de corriente alterna de la
figura (con Iy = 20£0° mA = 0,02 A, Iy = 50£ — 90° mA = —50,05 A, Z¢c = —520 Q,
Z; = j40 Qy Zr = 25 Q) utilizando los tres métodos siguientes:

a) Resolucién por el método de los nudos.
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b) Resolucién por el teorema de superposicion.

¢) Resolucién por el método de transformaciéon de fuentes.

Paso 1: Esquema Circuital en Régimen Permanente Sinusoidal:

V] ZR:25 Q VQ
{1 *

1,=0,02A

— Zo=—j20Q &Z;=j40Q

I,= — j0,05 A

Paso 2: Circuito Transformado a un Unico Lazo Serie (Thévenin):

. Ilazu
Zo= |_|]209 Zr=25 7.,=740 Q)
' ' 73000
| | | |
V= — jO,4VT® @ivsgzw
L

Soluciéon Paso a Paso por los Tres Métodos:

Apartado a) Resolucién por Nudos (con la bobina Z; = j40 2 entre V;
y Vo, fuente I, en paralelo con ella y Zr = 25 2 a tierra en Vs, segtin
‘orig-115.png‘): Aplicando LCK en los nodos Vi y Va:

Vi V-V,
(Vi): Ti=hL+o-+—7— J20V1+20Va=164540 oo
‘ Vi-Vy, V, —25V + (25 + j40)Vy = 50 '
(Va): I+ 2222
Zy Zp
Dividiendo por 4 y reduciendo el sistema:
5V 15Vo =4+ 510
JoV1+ oV =4+ 710 — (=84 j10)Vy = 4 + j20 (7.31)
—j5V1 + (j5 = 8)V2 =710
4+ j20 .
Vo= —""""—=1,024 - 41,220V~ 1,592 -50°V 7.32
2 —8+j10 ) J4L, ’ ( )

Apartado b) Resolucién por Superposicién (V =V, + Vp):

» Contribucién 1 (Sélo con I = 0,02 A activa, I, = 0 abierta): Aplicando nudos
en Vig:
Via Via ) _ 8 114
= = (254+720)Vi4=16—4j10 = V4= ——j—V
—320 " 25+ jdo (25+720)V1a J =41 905
(7.33)

0,02
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Por divisor de tensién:

Zr 25 8 .10

Vosa=——Viu=——Viu=—>--4j—-V 7.34
AT g ¥ Z, M T 40 AT T I (2
= Contribucién 2 (Sélo con Iy = —30,05 A activa, I; = 0 abierta): Transformando
I | Z1 en fuente serie V4o = (—30,05)(j40) =2 V:
2 2 8 50 .40 32 40
Ip=——=—-j—A Vop=25Ip=——j—V, Vip=—+j—V
B= 951,20 41 7205 T V2B B=qn g Y VBT gtig
(7.35)
= Suma por superposicion:
40 86 . o
Vi=Via+Vip= il —l—jﬁ V =0,976 4+ j0,420 V ~ 1,06£23,3° V.  (7.36)
42 50
Vo =Vo4+Vop = a _jﬁ V=1,024-;1,220 V~159£—-50°V (7.37)

Apartado c) Resolucién por Transformacién de Fuentes:

1) Transformamos I; || Z¢ en fuente de tensién serie: Vg =11 -Z¢ = 0,02-(—3520) =
—j04 V.

2) Transformamos I || Z, en fuente de tensién serie: Vo = Iy - Zy, = (—350,05) -
(j40) = +2 V.

3) La impedancia serie total del tinico lazo es Zq = 25 + (40 — 20) = 25 + 520 Q.
4) Segun la polaridad de V1 y V2 en el lazo:
s Con Vyeto =2—350,4 V:

2 j04 .
L0 = —— 0% — 0,041 — 0,049 A Vg = 25,5, ~ 1,59/ — 50° V
l 951 20 W04~ — V2 ’

(7.38)

» Con Vet =2 — (—350,4) =2+ 50,4 V (como en el Paso 2):

2+ j0,4

Liuso = 251 30 ~ 0366-0,0203 A = Vo =255, ~ 1,59/—27,3°V

(7.39)

7.2 Examen Parcial 2: Dispositivos Electronicos y Electrénica Di-
gital

Ejercicio Resuelto: Parcial 2 — Problema 1: Implementaciéon de Funcion Booleana

en Légica NMOS y CMOS

Disenar a nivel fisico de transistores la funciéon logica booleana:

Y=(A+B)-C+D-E (asi como la variante invertida Y' = (A + B) - C' + D)
(7.40)
empleando:
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a) Légica NMOS con carga activa NMOS de deplexion.

b) Loégica CMOS estética complementaria completa.

a) Disefio con Légica NMOS con Carga NMOS de Deplexidn:

En 16gica NMOS, la red de conmutaciéon inferior (Pull-Down Network, PDN) sintetiza
directamente la expresion booleana sin negar, produciendo en su drenador comin la
funcién complementada Y/ = (A+ B)-C + D - E:

» La suma logica (A+ B) se implementa con dos transistores NMOS de enriquecimiento
(N4, Np) en paralelo.

» El producto por C' conecta el bloque paralelo (N4 || Np) en serie con el transistor
Ne.

» La suma con el término D - E afade en paralelo una segunda rama vertical
formada por Np y Ng en serie (o un tnico transistor Np en la variante Y/ =
(A+B)-C+ D).

= La carga de Pull-Up hacia Vpp es un transistor NMOS de deplexién con su puerta
unida a su fuente (Vgs = 0).

= Para obtener la salida sin negar Y = (A+ B) - C + D - E, se anade a continuacién
una etapa inversora NMOS.

Vbp Vbp

a) Implementacion en Logica NMOS con Carga de Deplexion

- +

Y'=(A+ B)C + DE

¢ — D —|

——oY = (A+ B)C+ DE

_'
A4 34 E4 [:
i u_:L | =

b) Disefio con Légica CMOS Estatica Complementaria:

En tecnologia CMOS se elimina la carga resistiva o de deplexién y se emplea una Red
de Pull-Up (PUN) formada exclusivamente por transistores PMOS que es el grafo
dual exacto de la Red de Pull-Down (PDN) de transistores NMOS:

» Red PDN (NMOS inferior): Idéntica al apartado anterior:
[(Na || Np) serie N¢| || (Np serie Ng).

» Red PUN (PMOS superior): Por dualidad serie <+ paralelo:

« El bloque (D - E) pasa a ser dos PMOS en paralelo: (Pp || Pg).
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o El bloque (A + B) - C pasa a ser (P4 en serie con Pg) conectado en paralelo
con Pg.

e Ambos subbloques se conectan en serie entre Vpp y el nodo de salida Y.

» Finalmente, un inversor CMOS (P, arriba y Nj,, abajo) invierte Y’ para entregar
Y =(A+ B)C + DE.

b) Implementacion en Légica CMOS Complementaria

v h oY = (A+ B)C + DE

Ejercicio Resuelto: Parcial 2 — Problema 2a: Discriminacion de Estados ON/OFF

en Red de Diodos (D, D>)

En el circuito de la figura, determinar razonadamente si los diodos D1 y Ds estan en
conduccién (ON) o en corte (OFF) y calcular la tensién de salida V,, (o V;), empleando
el segundo modelo lineal del diodo con tensién umbral V, = 0,7 V.

Esquema Circuital Original y Modelo Equivalente bajo la Hipdtesis
Correcta (D; ON, D, OFF):
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Circuito Original (D1, D3) Equivalente (D, O, P2 OFF)
Ri=4kQ D 4KQ —*

b V, (Vi) 10VT o4 V,=558V
3VT
Ry=6kQ 6k

I =0,93mA

10v?

Soluciéon Paso a Paso:

1) Anadlisis inicial: Si supusiéramos ambos diodos en corte (D; OFF y Dy OFF),
por la resistencia de 6 k2 no circularia corriente (V, = 0 V), con lo que las tensiones
anodo-catodo serian Vp; =10V > 0,7 Vy Vpo =3 V > 0,7 V. Por tanto, al menos
uno de los diodos tiene que conducir. Como la fuente de la izquierda (10 V) es mucho
mayor que la de la derecha (3 V), formulamos la hipdtesis més plausible:

2) Hipdtesis 1: D; ON y Dy OFF: Sustituimos D; por su fuente de tensiéon umbral
V, = 0,7V y D por un circuito abierto. La corriente I por la malla tinica izquierda es:

10V-07V 93V

I =1Ip = = = A 41

PI= 0 6k0 10kq 9™ (7.41)
La tension en el nudo comun de salida V,, es:

(Vo=T-6kQ=093mA x6kQ=558V (7.42)

3) Comprobacién de las condiciones de consistencia:

» Para D; (supuesto ON): Ip; = 0,93 mA > 0 (y el potencial antes del diodo es
10 —4-0,93 = 6,28 V, luego Vp; = 6,28 — 5,58 = 0,7 V) = D; ON verificado.

» Para Dy (supuesto OFF): Vpy = V42 —V, =3V =558V =-258V <V,=0,7V
— Dy OFF verificado.

4) Comprobacién adicional de que NO puede darse D; ON y Dy ON: Si
ambos condujeran, la rama de Dy fijaria V, =3 V — 0,7 V = 2,3 V. Entonces:

23V 10-07-23 7V
s 0883 mA, I;m = ——me— =50

Aplicando LCK en el nudo V,:

e = =1,75mA  (7.43)
Ipi+Ipp=1Ig = Ips=1Ig—Ip1=0383—175=—1367TmA <0 (7.44)

Como un diodo no puede conducir corriente negativa de catodo a anodo, la hipodtesis
de conduccién simultanea queda descartada.
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Ejercicio Resuelto: Parcial 2 — Problema 2b: Discriminacién de Estados ON/OFF

en Red con Fuente de Corriente (D3, D4)

Determinar razonadamente el estado de conducciéon (ON u OFF) de los diodos D3 y
D, y el valor de la tensiéon V, en el circuito de la figura, empleando el segundo modelo
lineal del diodo con V, = 0,7 V.

Esquema Circuital (D3, Dy):

1k
s 1
C)va
Ds
1

Solucién Paso a Paso (evaluando sisteméaticamente las hipétesis del manus-
crito ‘orig-119.png*):

1) Analisis inicial: La fuente de corriente de 5 mA inyecta corriente de forma obligato-
ria hacia el nudo V,, por lo que no pueden estar ambos diodos en corte simultaneamente.
2) Hipétesis A (D3 OFF y Dy, ON): Si D3 esta abierto (OFF), toda la corriente
de la fuente (I =5 mA) circula hacia la derecha por la resistencia de 1 k) y regresa
a tierra atravesando la fuente de 10 V y el diodo Dy (Ipy = 5 mA > 0). Con la
orientacién mostrada en el esquema del examen (‘orig-119.png’), el potencial en el nudo
intermedio derecho es:

Vei=0+07V-10V=-93V (7.45)
Y la tensién en el nudo V, resulta:
Vo—Vo=1-1kQ = V,=-93V+(5mAx1kQ)=-93+5=-43V (7.46)

Comprobamos el estado de D3: al estar su catodo a tierra (0 V) y la tensién superior

en V,=—-4,3V <0,7V, el diodo D3 tiene tensién anodo-catodo negativa (Vps < V),

confirmando que D3 estd OFF y Dy estdA ON con V, = —4,3 V.

3) Comprobacién de las demas combinaciones (D3 ON y Dy ON, o D3 ON y

D, OFF):

= Si suponemos D3 ON y D4 ON: entonces V, = —10,7 V y la ecuacién de nudo en
V, es:

V,—0,7 V,+4+10,7
2 kQ 1 kQ

Con V, = =3,57V < 0,7 V, por la rama de D3 la corriente iria hacia arriba (Ips < 0),
lo cual contradice que D3 esté ON.

5 mA = = 3V,=-10,7 = V,=-357TV  (7.47)

= Si suponemos D3 ON y Dy OFF: toda la corriente de 5 mA bajaria por la rama de
2 k2, dando V, = 0,7+ 5 mA x 2 k2 = +10,7 V, lo que polarizaria fuertemente en
directa a la rama derecha haciendo conducir a Dy.
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Ejercicio Resuelto: Parcial 2 — Problema 3: Circuito con Dos Amplificadores Opera-

cionales Acoplados (V43)

En el circuito de la figura, calcular las tensiones en los nodos de salida V4 y Vg de los
dos amplificadores operacionales ideales AO1 y AO», asi como la diferencia de potencial
entre ambos, Vag = V4 — V3.

= Kl operacional AQ; tiene una resistencia de realimentacién de 50 kS, su terminal no
inversor conectado a tierra a través de 1 MS), y a su entrada inversora llega una red
formada por una fuente de corriente de 2 mA (dirigida hacia abajo) en paralelo con
una resistencia de 1 k{2, conectada en serie con una resistencia de 19 k() a tierra.

= Kl operacional AO- estd configurado como inversor con entrada de 0,5 V a través de
1 kQ y resistencia de realimentacién de 10 k2 (o equivalentemente 10 k2 y 100 k€2,
relacién de ganancia —10), con una resistencia de acoplamiento de 10 k2 entre los
nodos Ay B.

Esquema Circuital de las Dos Etapas con Op-Amps ( tras transformar la
fuente de entrada ):

Etapa 1 (40;) Etapa 2 (A03)
Rp=50ky Ryy=10kQ
L
20kQ Ri=1kQ
e 05V -
———o V4 ——o VR

2v|

;4‘ ;4‘

Solucion Paso a Paso:

1) Célculo de V3 en el operacional AOs: El operacional AO, forma un amplificador
inversor cuya tension de salida en el nodo B queda fijada directamente por su lazo de
realimentaciéon negativa (V* =V~ =0 V):

Ry 10 kO
_ _Lfp2 _ Xy _ 4
Vi B 05V T 05V =50V (7.48)

2) Transformacién de la fuente de corriente en la entrada de AO;: La fuente
de intensidad de 2 mA (apuntando hacia abajo) en paralelo con la resistencia de
1 k2 se transforma en su equivalente de Thévenin: una fuente de tensién de valor
Vs =2mA x 1 kQ =2V (con el polo negativo arriba y el positivo abajo) en serie con
la resistencia de 1 k2. Al sumarse en serie con la resistencia de 19 k) conectada a
tierra, la rama de entrada equivale a un generador de —2 V en serie con una resistencia
total Req = 1 kQ + 19 kO = 20 k€.

3) Célculo de V4 en el operacional AO;: Como no circula corriente por la resistencia
de 1 MQ (I'™ = 0), el terminal no inversor estd a V** = 0 V y, por cortocircuito virtual,
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V- =Vt =0V. La intensidad I; que circula desde el generador equivalente hacia el
nodo inversor es: oV 1 0 v
I = 0k0 20K —0,1 mA (7.49)

Por la primera ley de Kirchhoff en el nodo inversor (I- =0 = I} = I3):

_0-Vy

L=

=h = [Va=-50kQ- I = =50 kQ - (0,1 mA) = +5,0 V| (7.50)

4) Diferencia de potencial V4p:

[Vap =Va— V5 =50V~ (=50 V) = +100 V]| (7.51)
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